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Capítulo Y 
ECUACIONES DE TIPO'PARABÓLICO 


Las ecuaciones de tipo parabólico se obtienen al investigar fenó- 
menos tales como la conductibilidad térmica, la difusión, la pro- 
pagación del campo electromagnético en los medios conductores, el 
movimiento de un líquido viscoso, el curso de las aguas subterrá- 
neas, etc. 

En este capítulo se examinan el planteamiento y la resolución 
de los problemas de contorno para las ecuaciones de tipo parabólico 
en el caso cuando los procesos físicos examinados se caracterizan 
por funciones de dos, tres o cuatro variables independientos; este 
capítulo es la continuación del capítulo tres en que se tratan las 
ecuaciones de tipo parabólico para funciones do dos variables inde- 
pendientes. 


S 1. Problemas físicos que se reducen 
a ecuaciones de tipo parabólico; 
planteamiento de los problemas de contorno 


1. El semiespacio z œ O está lleno de un líquido con coeficiente 
de conductibilidad térmica A, densidad de masa p y calor espocí- 
fico c. 

Plantear el problema de contorno acerca del calentamiento del 
líquido si éste se mueve con una velocidad v, = const en el sentido 
del eje z, entre el líquido y el plano z = 0 se realiza el intercambio 
de calor según la ley de Newton, la temperatura del plano đe fron- 
tera z = Q os igual a uy. Examinar, en particular, el caso de la 
distribución estacionaria de la tomperatura con la condición de que 
se puede despreciar la transferencia de calor en el sentido del eje 
x, como resultado de la conductibilidad térmica, en comparación 
con la transferencia de calor por la masa móvil del líquido. 

2. Formular el problema de la difusión análogo al problema 1, 
suponiendo que el plano z = O es impermeable a las partículas de la 
sustancia en difusión; plantear los problemas de contorno en los 
casos estacionario y no estacionario. 

3, Deducir la ecuación de la difusión para una sustancia cuyas 
partículas 

a) se desintegran (por ejemplo, un gas inestable, el radón), además 
la velocidad de desintegración en cada punto del espacio es propor- 
cional a la concentración; 
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b) se multiplican (por ejemplo, la difusión de los neutrones al 
existir la fusión nuclear), además la velocidad de la multiplicación 
en cada punto del espacio es proporcional a la concentración. 

4. Plantear el problema de contorno sobre la propagación del 
campo electromagnético en el espacio no acotado lleno de un medio 
conductor con conductibilidad o = const, Ja permeabilidad magné- 
tica p = const y la constante dieléctrica e = const. 

5. Plantear el problema de contorno acerca del enfriamiento 
de una placa plana no acotada si sobre su superficie se realiza el 
intercambio de calor por convección con un medio ambiente de tem- 
peratura igual a cero. 

Examinar, en particular, el caso cuando la variación de la tem- 
peratura según el espesor de la placa es despreciablemente pequeña. 

6. Un tubo cilíndrico circular está lleno de un líquido con con- 
ductibilidad térmica muy grande*); fuera del tubo hay aire con tem- 
peratura U, = const. Plantear el problema de contorno para deter- 
minar la temperatura del tubo, suponiendo que ésta es independiente 
de la distancia media a lo largo del mismo. 

7. Un cilindro circular infinito de radio rọ, con momento de 
inercia K sobre una unidad de longitud, está en un líquido viscoso; 
para t > 0 el cilindro se pone en revolución por la acción del momen- 
to M sobre una unidad de Jongitud. 

Utilizando la expresión, en coordenadas cilíndricas, de las ecua- 
ciones del movimiento del líquido viscoso y de las componentes del 
tensor de las tensiones**), plantear el problema de contorno sobre 
el movimiento viscoso y del cilindro. 

8. Una capa del suelo está sobre una base horizontal impermeable 
y contiene en sí las aguas subterráneas. El vector U del flujo de 
las aguas subterráneas está relacionado con el vector V de la velo- 
cidad del movimiento de las partículas de estas aguas por la relación 


U=wmV, 


donde el coeficiente m se llama porosidad del suelo. 
La fuerza de resistencia aplicada a una partícula del agua refe- 
rida al peso específico del agua, según la Jey experimental es igual a 


f=—HU, 


donde k es el llamado coeficiente de filtración***), 

Denominamos presión excesiva referida al peso específico del 
agua, a la diferencia entre las presiones real e hidrostática en las 
aguas subterráneas. 

*) Se trata de la conductibilidad térmica sumaria incluyendo la transfe- 
xencia de calor por las corrientes de convección del líquido. 


**) Véanse las respuestas e indicaciones. 
2**) Acerca de la terminología véase [23]. 
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Plantear el problema de contorno acerca del movimiento de la 
superficie libre de las aguas subterráneas, con los supuestos siguien- 
tes: 

1) la componente horizontal del gradiente de la presión excesiva 
es despreciablemente pequeña, 

2) las fuerzas do inercia que actúan sobre las partículas de las 
aguas subterráneas son despreciablemente pequeñas. 


$ 2. El método de separación de variables * 


í. Problemas de contorno que no exigen la utilización 
de las funciones especiales 


En este apartado se examinan tales problemas de contorno para 
unas regiones con las fronteras planas y esféricas las soluciones de 
que se expresan en la forma de las series respecto a las funciones 
propias más simples (elementales) de] operador de Laplace para eslas 
regiones. 


a) Medios homogéneos 


9, Hallar la temperatura del paralelepipedo OS <S l, 0< 
Sy Sla OSZ ly, si su temperatura inicial es una función arbi- 
traria de z, y, z y la temperatura de la superficie se mantiene igual 
a cero. 

10. Resolver el problema anterior para un cubo con arista l, 
si en el momento inicial él estaba calentado uniformemente. Hallar 
el momento de tiempo a partir del cual en el centro de] cubo tendrá 
lugar a ciencia cierta un régimen regular con exactitud relativa 
e > 0*%). 

11. Hallar la temperatura del paralelepípedo 0O<1<1,,0< 
< y < la, 0< 2 < l; sobro cuya superficie se realiza el intercambio 
de calor por convección con un medio de temperatura nula, si su 
temperatura inicial es igual a f (x, y, 2); examinar, en particular, 
el caso cuando f(x, y, 2) = U, = const. 

12. Sobre la superficie del cubo calentado en el momento inicial 
uniformemente, se realiza el intercambio de calor por convección 
con un medio de temperatura igual a cero. Hallar la expresión para 
la temperatura en el centro del cubo y determinar el momento de 
tiempo empezando a partir del cual en el centro del cubo tendrá 
lugar a ciencia cierta un régimen regular con exactitud relativa 
e >0. 

13. Las paredes del tubo rectangular semiacotado 0U Xx < +00, 
0<y<l,0< 2< ly se mantienen a una temperatura igual a cero. 
Por el tubo se mueve cierto medio con velocidad constante vo em 


*) Véase la segunda llamada en la pág. 32 del tomo 1. 
»*) Véase el problema 22 del $ 2, cap, Jll. 
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el sentido del eje x. Hallar la temperatura del medio móvil, despre- 
ciando la transferencia de calor en el sentido del oje z como resultado 
de la conductibilidad térmica*), en las condiciones siguientes: 1) el 
proceso es estacionario, 2) entre ol medio y las paredes del tubo se 
realiza el intercambio de calor según la ley de Newton, 3) la tem- 
peratura del medio en la sección x = Q es igual a U, = const. 

14, Sea que on el cubo 0 < z, y, Z < Í se realiza la difusión 
de una sustancia cuyas partículas so multiplican con una velocidad 
proporcional a la concentración (véase el problema 3). Hallar las 
dimensiones críticas del cubo, es decir, hallar la longitud de la 
arista l a partir de la cual el proceso de la multiplicación adquiere 
el carácter de avalancha**). Examinar los casos cuando 

a) sobre todas las caras la concentración se mantiene igual 
a cero, 

b) todas las caras son impermeables, 

c) todas las caras son semiimpermcables. 

15. Hallar la tomperatura de la esfera de radio »,, cuya super- 
Ticie se mantione a una temperatura nula. ln el momento inicial 
de tiempo la temperatura de la osfera era igual a 


U tmo =fr) OST <T0o 
16. La temperatura inicial de la esfera 0 <r < ro es igual a 
U limo = Up = Const, 


sobre la superficie de la esfera se mantiene la temperatura U, = 
== const. Hallar la tomperatura do la esfera para t > 0. Determinar 
el momento de tiempo a partir del cual en el centro de la esfera ten- 
drá lugar a ciencia cierta un régimen rogular con exactitud relativa 
e > 0. 

17, La temperatura inicial de la esfera 0 <r < ro es igual a 


U limo = Uo = const, 


y dentro do la esfera a través de su superficie se suministra un flujo 
constante de calor de densidad q. Hallar la temperatura de la esfera 
para >Q. 

18. Hallar la temperatura de la esfera de radio rẹ sobre cuya 
superficie se realiza el intercambio de calor por convección con un 
medio de temperatura igual a cero. La temperatura inicial de la 
esfera og 

u lto =F (r) OKT To 
19. La temperatura inicial de la esfera 0 < r < ro es igual a 
u limo = Uy = const 


*) Véase el problema 41. 
**) Para más detalles acerca de la noción de las dimensiones críticas véase 
171, pág. 524-525. 
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y sobre su superficie se realiza el intercambio de calor por convec- 
ción con un medio de la temperatura constante U, == const. Hallar 
la temperatura de la esfera para tœ 0. 

Determinar el momento de tiempo a partir del cual en el centro 
de la esfera tendrá lugar a ciencia cierta un régimen regular con exac- 
titud relativa e > 0. 

20. La temperatura inicial de la esfera 0 <r < rọ es igual a 


u limo = Uo = Const 


y sobre su superficie desde el momento £ = O se réaliza el intercambio 
de calor por convección con un medio cuya temperatura es 

Uy + at, 0O<it< Foo, U, = const, œ = const. 
Hallar la temperatura de la esfera para tœ Q. 

21. Resolver el problema acerca del enfriamiento de la capa 
esférica r, < r < ra sobre cuyas superficies interior y exterior se 
realiza el intercambio de calor por convección con un medio que 
tiene una temperatura nula. La temperatura inicial de la capa es 
igual a 

U limo =Íf (1), Krr 

22. En un recipiente esférico cerrado 0 < r < R se realiza la 
difusión de una sustancia, cuyas partículas se e multiplican, además, 
la velocidad de la multiplicación es proporcional a la concentración 
(véase el problema 14). Hallar las dimensiones críticas del recipiento. 
Examinar los casos cuando 

a) sobro la superficie del recipiente se mantiene una concentra- 
ción igual a cero, 

b) la pared del recipiente es impermeable, 

c) la pared del recipionte es semiimpermeable. 


b) Medios heterogéneos, factores concentrados 


23. Hallar la temperatura de una viga de socción transversal 
rectangular 0 < z < 4, 0 < y < l; compuesta de dos vigas homo- 
géneas (de propiedades físicas diferentes) con las secciones transver- 
salos 0 S T S to, 0 Sy Sh yo KTKLL OKY S kai los topes 
de la viga son termoaislados y la superficie lateral se mantiene a una 
temperatura igual a cero. La temporatura inicial de la viga es 

U lino =Íf(%, y), 0<7<h, 0<y< lo 


24, Hallar la temperatura del paralelepípedo rectangular com- 
puesto de dos paralelepípedos poa homogéneos [0 < z < 
Lera 0<Y< la 0S2] y loses ll. 0Ó<y< la 0< 
< z < !,] hechos de materiales diferentes. La superficie del parale- 
lepípedo compuesto se mantiene a una temperatura igual a cero 
y su temperatura inicial es 


U limo =f lx, y, 2), O<T<L, 0<y< la 0<2< lo. 
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25. La esfera 0 <r < r, está compuesta de una esfera homogénea 
0< r <r y la capa esférica ro <r <r elaboradas de materiales 
diferentes. Hallar la temperatura de la esfera si su superficie se 
mantiene a una temperatura igual a cero y la temperatura inicial 
de la esfera es 

Ulimo =Íf (1) 0<r<ry 


26. En la cavidad interior de una capa esférica gruesa 1, L<r STe 
se contiene el líquido con la conductibilidad térmica muy grando, 
es decir, tal que su temperatura todo el tiempo es igual a la tempe- 
ratura de la superficie interior de la capa. Hallar la temperatura 
do la capa si su superficie exterior se mantiene a una temperatura 
igual a cero y la temperatura inicial es 


u |t =f) aSr sr 


2. Problemas de contorno que exigen la utilización 
de funciones especiales 


En este punto se examinan tales problemas de contorno para las 
regiones acotadas por los planos, esferas y cilindros circulares, cuyas 
soluciones se expresan por series con respecto a las funciones propias 
generales del operador de Laplace para estas regiones, es decir, por 
funciones propias compuestas por funciones cilíndricas o esféricas. 


a) Medios homogéneos 


27. Resolver el problema acerca del calentamiento del cilindro 
circular infinito 0 < r < ry, cuya temperatura inicial esigual a cero, 
si sobre su superficie se mantiene la temperatura U, = const. Hallar 
también en las condiciones del régimen regular la expresión apro- 
ximada de la temperatura media por la sección transversal del 
cilindro. 

28, Hallar la temperatura del cilindro circular infinito con la 
condición de que la temperatura inicial sea igual a 


Uli=a =U, (1 -%) , 


y sobre su superficie se mantenga una temperatura igual a cero. 
Hallar en las condicioves del régimen regular la expresión aproxi- 
mada para la temperatura media por la sección transversal del ci- 
lindro. Y 

29. Hallar la temperatura del cilindro circular infinito 0 <r < 
< ro si su temperatura inicial es igual a 


u lino = Uy == const, 


y sobre su superficie desde el momento £ = O se suministra desde 
afuera un flujo constante de calor de densidad q. 
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30. Hallar la temperatura del cilindro circular infinito de radio 
ro si la temperatura inicial es 


u hteo =f rh 0<r<ro, 


y sobre la superficie del cilindro se realiza el intercambio de calor 
por convección con un medio de temperatura igual a cero. Examinar, 
en particular, el caso cuando f (r) = U, = const, y escribir la 
expresión aproximada para la temperatura en las condiciones del 
régimen regular. 

31. La temperatura inicial del cilindro circular no acotado 
0O<r<ro es 

U lino = Up = const, 
y sobre la superficie del cilindro se realiza el intercambio de calor 
por convección con un medio de temperatura igual a U, = const. 

Hallar la temperatura del cilindro para t>> 0, 

32. Resolver el problema anterior si Ja temperatura del medio 
es igual a Y, + at, donde U, y a son constantes. 

33. Fuera del cilindro conductor circular infinito 0 <r < ro 
en el momento t = 0 se establece instantáneamente el campo mag- 
nético constante H,, paralelo al eje del cilindro. 

Hallar la intensidad del campo magnético en el interior del 
cilindro con las condiciones inicialos nulas; determinar después el 
flujo de la inducción magnética a través de la sección trans- 
versal del cilindro. 

34. Resolver el problema anterior si la intensidad del campo 
magnético exterior es igual a 


H = H, cos ot, H, = const, 0 < t< +o. 


35. La temperatura inicial del tubo cilíndrico circular infinito 

rn <r <r es igual a 
U limo =Í (1), STS 

Hallar la temperatura del tubo para ¿> 0 si sobre su superficie 
interior se mantiene la temperatura U, = const y sobre la superficie 
exterior, la temperatura U, = const. 

36. La temperatura del tubo cilíndrico circular infinito es igual 
a cero para £ < 0. Desde el momento t = 0, a través de su superficie 
exterior se suministra desde afuera un flujo constante de calor de 
densidad q y la superficie interior dol tubo se mantiene a una tom- 
peratura igual a cero. 

Hallar la temperatura del tubo para ¿> 0. 

37. Resolver el problema acerca del enfriamiento del tubo cilín- 
drico circular infinito sobre cuyas superficies interior y exterior se 
realiza un intercambio de calor por convección con un medio de la 


temperatura nula. En el momento inicial el tubo estaba calentado 
uniformemente. 
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38. Entre dos cilindros concéntricos de longitud infinita hay un 
líquido viscoso. En el momento ¿ = Q'el cilindro exterior empieza 
a girar con una velocidad angular w = const. 

Determinar la velocidad del movimiento del líquido. 

39. Hallar la temperatura del cilindro circular no acotado 
0<r<Hrp, si su temperatura inicial es 


u lto =f, P) O<T<TA 0<P4<2x, 


y sobre la superficie se mantiene una temperatura igual a cero. 
40. Hallar la temperatura del cilindro circular no acotado 
0<r<ry si su temperatura inicial es igual a 


U lino =Í (r, ), OSr Sro OKI, 


y sobre su superficie se realiza el intercambio de calor por convec- 
ción con un medio cuya temperatura es igual a cero. 

41. Hallar la temperatura del tubo cilíndrico circular no aco- 
tado rı Sr <r, si su temperatura inicial es 


U limo =Í F, P) 1 <r<ra 0<p<2x, 
y sobre sus superficies interior y exterior se mantiene una tempera- 
tura igual a cero. 


42. Hallar la temperatura del tubo cilíndrico circular no acotado 
rı Kr <r si su temperatura inicial es igual a 


u lemo FÍO Ph ”mM<r<ra 0<9<2, 


y sobre sus superficies interior y exterior se realiza el intercambio 
de calor por convección con un medio la temperatura de que es igual 
a cero. 

43. Hallar la temperatura del sector cilíndrico infinito 0 <r < 
< To OS P < Ya si sobre la superficie r = rọ y las caras ọ = 0 
Y Y = ( se mantiene una temperatura igual a cero y la tempera- 
tura inicial es 


u jtm =f (r, €) 0O<r<roa <P Que 


44. Hallar la temperatura del sector cilíndrico infinito 0 < r < 
< ro 0< q < Po si sobro la superficie r = ro se realiza el inter- 
cambio de calor por convección con un medio cuya temperatura es 
igual a cero, las caras p = 0 y p = fo son termoaisladas y la tem- 
peratura inicial es 


U jimo =Í CO p), 0<r<ro 0<p< Po 


45. Hallar la temperatura del sector cilíndrico infinito r, < 
Lr Kra OS a Po si su superficie se mantiene a una tempera- 
tura igual a cero y la temperatura inicial es 


u lta =F p) 71 <r<ra 0<09< Qo- 
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46. Hallar la temperatura del sector cilíndrico infinito r, < 
<r<ra 0<< Po si sobre las superficies r =r; y T =r, 
se realiza el intercambio de calor por convección con un medio de 
temperatura igual a cero, las caras q = 0 y q = q son termoaisla- 
das y la temperatura inicial es 


u hrao = Í (r, P), Ti <Tr<ra, O< P< po 


47. Hallar la temperatura del cilindro circular finjto 0 < r < ro, 
0<p<?21, 0<2< l!, cuya superficie se mantiene a una tempe- 
ratura igual a cero, si la temperatura inicial es 


u lemo =Í (T, Y, 2), 0<r<ro, 0< Y < 21, 0O<z<l 


48. Hallar la temperatura del cilindro circular finito 0 < r < ro, 
0<p<2a, 0<z<l, sobre cuya suporficie se realiza el inter- 
cambio de calor con un medio de temperatura igual a cero, si la 
temperatura inicial del cilindro es 


u leo = f(r, P, z), 0<r<ro, 0< p< 2x, 0<z<l. 


49. Resolver el problema acerca del enfriamiento de una esfera 
de radio ra sobre cuya superficie se mantiene una temperatura igual 
a cero. La temperatura inicial de la esfera es 


wies =Íf (1, 0, OE SO VLA 
50. Resolver el problema acerca de] enfriamiento de la esfera 
de radio ro, si sobre su superficie se realiza el intercambio de calor 
por convección con un medio de temperatura igual a cero. La tem- 
peratura inicial de la esfera es 
U limo =J (r, 0, p), 0O<r<ro 0<0<=H, 06<p<2r. 
51. Resolver el problema acerca del enfriamiento de una cápsula 
esférica gruesa ri Sr <ra. cuyas superficies interior y exterior 
se mantienen a una temperatura igual a cero. La temperatura inicial 
de la cápsula es 
Ulrmo =f (r, p. 0) ri <r<rea 0<0<.5%*., 0<p<2. 
52. Resolver el problema acerca del enfriamiento de una cápsula 
esférica gruesa r, < r < r, sobre cuyas superficies interior y exterior 
se realiza el intercambio de calor por convección con un medio de 
temperatura igual a cero. La temperatura inicial de la cápsula es 


u l= =f 0, p, MET <Ta 0<<A, 0<< 2x. 


b) Medios heterogéneos; factores concentrados 


53. El cilindro circular heterogéneo 0O<7T<ri 0<p<2a, 
0<z2<l ostá compuesto de un cilindro homogéneo 0 <r<rp, 
0<p<2%1.0<2<!l y de un tubo cilíndrico homogéneo ry < 
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<r<r,0< q <2%:., 0<2< !, hechos de materiales diferentes. 
Hallar la temperatura del cilindro compuesto si su superficie 
se mantiene a una temperatura igual a cero y la temperatura inicial es 


u limo =f (r, Q z} O<r<r, 0<py<?2, 0<2<l 


54. Resolver el problema acerca del enfriamiento del tubo cilín- 
«rico infinito r, <r < r, lleno de un líquido enfriador, si.la tem- 
peratura de este líquido todo el tiempo es igual a la temperatura de 
la superficie interior del tubo y la superficie exterior es termoaislada. 
La temperatura inicial del tubo es igual a 


u limo =f C) ri <r<ra 


59. Resolver el problema anterior, suponiendo que sobre la 
superficie exterior del tubo se realiza el intercambio de calor por 
convección con un medio la temperatura del cual es igual a cero. 

56. El cilindro de radio r, con momento de inercia K sobre una 
unidad de Jongitud está hundido on un líquido y se Heva on giro 
por el momento M == const sobre la unidad de longitud. 

Determinar el movimiento del líquido y del cilindro si el líquido 
llena el espacio ontre el cilindro y el tubo coaxial inmóvil con el 
radio interior r, > 7. Considerar que el cilindro y el tubo son infi- 
nitamento largos. En el momento inicial de tiempo el cilindro y el 
líquido estaban en reposo. 

57. Fuera de un conductor cilíndrico hueco r, Sr <r, de 
longitud infinita en el momento ¿ = O se establece instantáneamente 
el campo magnético constante A, paralelo al eje del cilindro. 

Hallar el campo magnético dentro de] conductor con las condi- 
ciones iniciales nulas, suponiendo que en la cavidad interior el 
campo es homogéneo y también que fuora y dentro del tubo existe 
un vacío. 

58. La esfera heterogénea 0 <r<r, está compuesta de una 
esfera homogénea 0 <r < ro y de una cápsula esférica homogénea 
ry <r <r, elaboradas de materiales diferentes. 

Hallar la temperatura de Ja esfera si su superficie se mantiene 
a una temperatura igual a cero y la temperatura inicial es 


U limo =7Í (1, 0, P) O<r<rHn, 0<0<xH, 0<p<2a. 


$ 3. Método de representaciones integrales 


En este parágrafo se examina la utilización de las representacio- 
nes integrales a la solución de Jos problemas de contorno de la teoría 
de la conductibilidad térmica. Primero se incluyen los problemas 
sobre la utilización de la integral de Fourier, después sobre la cons- 
trucción y el empleo de las funciones de manantiales. 


www. FreeLibros.com 


Y. Ecuaciones de tipo parabólico 433 


4. Utilización de la integral de Fourier 


59. Hallar la distribución de la temperatura en un espacio no 
acotado, con temperatura inicial 
U limo =Íf(2, Y, 2) —0<z, y, 2< +o0. 


Examinar también el caso particular cuando f (£, y, z) no depende 
de z. 


60. Hallar la temperatura del espacio no acotado provocada 
por los manantiales de acción continua con densidad g (x, y, Z, t); 
la temperatura inicial del espacio es igual a cero. Examinar también 
los casos particulares cuando g (£, y, 3, £) no depende de t y cuando 
g (£, y,`Z, t) no depende de z. . 

6i. Rosolver el problema de contorno 


u, = a? Au, —œ < z, y < +œ, Oxz < +o, 0< 


Lte Foo; 
U lzmo = 0, 0 IL y< +o, 0<it<+0, 
U limo =F (2, Y, 2) —œ <r, y < +o, 0< z< +o. 


Examinar también el caso particular cuando f no depende de y. 
62. Resolver el problema de contorno 


u, = a? âu, —œ < q, y < +œ, 0<z< +o, 0< 


<t< Ho, 
u lz=0 = Í (3, Y, t) —œ <z, y< +o, 0<t< +00, 
u limo =0, —% <z, y < +o, 0<2<H+o. 


Examinar también el caso particular cuando f no depende de y. 
63. Resolver el problema de contorno 


uym d Au; —0XyZ+o0, 0<Z2Z, t< -+oo, 
Uz lomo = 0, —% <z, y < +o, 0<t<+o, 
U lino =Íf (2, Y, 2), —o<Ty<+o0, 0<2<+o0, 


64. Resolver el problema de contorno 


u = a Au, —0<zx,y<+o, 0<2, l<+o, 
Uz lzao = Í (Z, Y, t) —<z,y<+o, 0<t<Ho, 
U limo = 0, —% <T, y < +o, <z +o. 
2-0942 
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65. Resolver el problema de contorno 


u, = a? Au, —%0 <z, y< +o, 0<z t< +o, 
u, — hu =0, —-o0<w y<+o, z=0 0<t< 
< +00, 


Ulino=Íf(2,Y4,2), =œ < qz, y < +œ, <z tHo. 


Examinar también el caso particular cuando f no depende de y, 
66. Resolver el problema de contorno 


uy=a Au, —o<Xzxr,y<+o, 0<z,t<+0o, 
u, = k [lu — f (z, y, t)l, —o<zxr,y<+to, 2=0, 
0<t< +o, 
u lemo = 0; 0 <z, y< +o, axza +o. 
Examinar también el caso particular cuando f no depende de y. 
67. Resolver el problema de contorno 
ui = a Au tf (z; ys 2, b) =o La ya Ho OL tatoo 
u |z=0 = 0, —0 < x, y < +o, <i tHo, 
U lpm =0, —o<ey<+to, 0<z2< +00. 


68. Hallar la temperatura de una viga no acotada con sección 
transversal rectangular 0 S z S l4, OS y Slap —o0 <z< +00, 
si su temperatura inicial es 


u |tmo = Í (©, Y, 2), OKIS hs 0<y< la =æ < z < -Fœ 


y sobre la superficie 

a) se mantiene una temperatura igual a cero; 

b) tiene lugar la aislacìón térmica; 

c) se realiza cl intercambio de calor por convección con un medio 
de temperatura nula. 

69. Rosolver el problema anterior para una viga semiacotada 
con Ja sección transversal rectangular: 0O<x<l, 0<y< la, 
0<2< -Eoo; examinar los casos que corresponden a Jas condicio- 
nes de frontera a) y b). 

70. Hallar la temperatura de un cilindro cirenlar infinito 0 < 
<rE<Er0<y<2n, —o <z2< +09, si su temperatura inicial 
es 


u lemo =J p, 2), Sr <ro 0<y4<2t, —o<z2< +o, 


y sobro la superficie se cumple una de las siguientes condiciones de 
frontera: 
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a) la temperatura de la superficie se mantiene igual a cero; 

b) la superficie es termoaislada; 

c) sobre la superficie se realiza el intercambio de calor por con- 
vección con un medio ambiento cuya temperatura es igual a cero. 

71. Hallar la temperatura de un cilindro semiacotado circular 
0O<r<r10<p<21, 0<X2< +æ, si su temperatura inicial 
es 


ú lto =] r p 2), 0<p<2%, 0U<r<rop 0<z2<+0 


y sobre la superficie se cumple una de las siguientes condiciones de 
frontera: 

a) la temperatura de la superficie se mantiene igual a cero; 

hb) la superficie es termoaislada. 

72. Hallar la temperatura de un sector cilíndrico no acotado 
0O<r<ro OLP Ffo —o <z < -+o, si su temperatura 
inicial es 


u lemo =f (r, P, Z) OKP Fo <r Êro —w<2< +o 


y sobre la superficie se cumple una de las siguientes condiciones de 
frontera: 

a) la temperatura de la superficie se mantiene igual a cero; 

b) la superficie es termoaislada. 

73. Resolver el problema anterior para un sector cilíndrico 
semiacotado O Sr Sro OSES Po OSZ oo. 

74. Hallar Ia temperatura de una placa que tiene la forma de 


sector no acotado O <r < +œ, O< P< fo, si su temperatura 
inicial os 


u lto =] (r, 9) O<T<+o0, 0< p< Qo 


y sobre los bordes de la placa: 

a) se mantiene una temperatura igual a cero; 

bh) tieno Jugar la aislación térmica. 

75. Rosolvor el problema anterior, suponiendo que un borde de 
la placa es termoaislado y la temperatura del otro se mantiene igual 
a cero. 

76: Hallar la temperatura de una cuña no acotada con el ángulo 
de abertura Mẹ si sobre sus caras: 

a) se mantiene una temperatura nula; 

h) tiene lugar la aislación térmica. 

77. Hallar la temperatura de un espacio no acotado con una cavi- 
dad cilíndrica circular infinita si la temperatura inicial es igual 
a cero y la temperatura sobre la superficie de la cavidad se mantiene 
igual a Up. 

¿e 
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2. Construcción y utilización de las funciones de influencia 
de los manantiales punfiformes instantáneos de calor 


78. Demostrar que el producto de las soluciones u, (x, t), 
u, (Y, t), u; (Z, t) de los problemas de contorno 











Ta, c ae Ti, =o <r <o, atat, (1°) 

ulem = fı (2), —ow<r<+o, (2) 

ds D e, —=0<y<+o, OÓ<t<yo, (1) 

Uslizo = fa (y), 0 <y<+00, (2) 
ata, —o<r<4ow, 0<t<+o, ` (1) 

Us limo =f3 (8), —0 <z< +00, (2””) 


es la solución del problema de contorno 
0 du du Pu 
a lr)» 
—o<zx,yz<+0o 0<t<+o, (1) 
u [tmo = fi (2) f2 (Y) fs (Z) —<zx, y, 2< +00, (2) 


79. Utilizando las expresiones de las funciones de influencia de 
los manantiales puntiformes instantáneos đe calor para las rectas 
—00 << +0, —0 <y < +o, —o <z < +o y la supo- 
sición formulada en el problema 78, escribir la función de influencia 
del manantial puntiforme instantáneo de calor para el espacio 

=0 < T, Y, Z < +o. 


80. Mediante la función de influencia hallada en el problema 
anterior resolver el problema de contorno 
u; = & Au + F (z, y, Z, t) —o<x,y2<+0o, 0<t< 
< +00, 





U lino =f (2, Y, 2), —W<, Y, 2< +00. 


81. Escribir la expresión de la función de influencia del manantial 
puntiforme instantáneo de calor para el semiespacio —œ < z, 
y < +œ, 0< z< +œ que corresponda a las condiciones de fron- 
tera 

a) Uli = 0; 

b) z lzmo = 0, 

c) (uz = hu) |z =o pea 0, 
por las funciones unidimensionales correspondientes de influencia 
análogamente como se hizo en la solución del problema 79. 
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82. Mediante las funciones de influencia halladas on el problema 
anterior reso]ver los problemas de contorno 


a) u; = @ Au + F (x, y, Z, t), —œ < z, y < +œ, 
0< z t< +o, 
Uleno = P (x, y, t) —o<x*. y< +0, 0<t< +00, 
Ulino =Jf/(%, Y, 2), —o<zx, y<+o,0<z< +00; 
b) u, = &è Au + F (z, y, 2, t), —œ < qt, y < +o, 0<z, 
t< +o, 
uz lz=0 = ® (z, y, t) —œ < z, y < +œ, 0 <t < to, 
U limo =J (%, Y, 2), —o<zx.y<+o,0<z< +00; 
c) uy = @ Au-+ Fiz, y, 2. t), —-o<xw, y<+o, 0<z, 
t< +o, 
(u¿—hu) lomo =D (z, y, t) —o<zx, y <o, 0 <i < +o, 
u limo = Í (2; Y, Z) = < z, y< to, 0 <z < +Hoo. 


83. Sea D una región cilíndrica (infinita, semiacotada o finita) 
paralela al eje z, y sea D,y su intersección con el plano xy. Sean dadas 
sobre la superficie de la región D las condiciones de frontera de 
primero, segundo o tercer género. 

Demostrar que el producto de la correspondiente función de 
influencia del manantial puntiforme instantáneo de calor para todo 
el eje z, del semieje 2 o del segmento finito del eje z por la función 
de influencia del manantial puntiforme instantáneo de calor para 
la región plana Dy, es la función de influencia del manantial 
puntiforme instantáneo de calor para Ja región P. 

84. Utilizando la afirmación formulada en el problema anterior, 
escribir la expresión de la función de influencia del manantial pun- 
tiforme instantáneo de calor para la capa plana —o < zx, y < T, 
QUE : eE k e los casos cuando sobre los planos de frontera 
£=0y2= 1: 

a) se mantiene una temperatura nula; 

h) tiono lugar la aislación térmica; 

c) uno de los planos de frontera (z = 0) es termoaislado y sobre 
el otro (z = 1) se mantiene una temperatura nula; 

d) sobre los ambos planos de frontera se realiza el intercambio 
de calor por convección con un medio de temperatura nula. 

85. Construir la función de influencia del inanantial puntiforme 
instantáneo de calor para la viga no acotada con la sección transver- 
sal rectangular 0<-<1H,0<y< ly, —o0 <2< +00 si sobre 
la superficie de la viga 

a) se mantiene una temperatura nula; 
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b) tiene lugar la aislación térmica. 

86. Construir la función de influencia del manantial puntiforme 
instantáneo de calor para el paralelepípedo rectangular 0 < z <S L, 
0<y< lo 0<2< l,. Examinar los casos cuando la superficie 
del paralelepípedo: 

a) se mantiene a una temperatura nula; 

b) es tormoaislada. 

87. Mediante ol método de refloxión construir la función de 
influencia del manantial puntiforme instantánco de calor para una 


- . nr . 
cuña no acotada con ángulo de abertura E) donde m es un número 


natural. Examinar los casos cuando los planos de frontera ọ = 
Tn 


e 

a) se mantienen a una temperatura igual a cero; 

b) son termoaislados. 

88. Hallar la distribución de la temperatura en el espacio no 
acotado, producida por el hecho de que en el momento inicial de 
tiempo sobre la superficie esférica de radio r” se desprendieron ins- 
tantáneamente Q unidades de calor distribuidas uniformemente. 
(Construcción de la función de influencia del manantial esférico 
instantáneo de calor). 

89. Mediante la función del manantial hallada en el problema 
anterior resolver el problema de contorno 


ĝu ô? 2 0 
7=% (A+F Gr) + 100) 0<r t<+o. 


ulr, 0)=F (r), 0<r<+oo, 


donde r= V r} y Fz. 

90. Hallar la distribución de la temperatura en el espacio no 
acotado producida por el hecho de que en el momento inicial de 
tiempo en cada unidad de longitud de la superficie cilíndrica infinita 
de radio 7 se desprendieron Q unidades de calor distribuidas unifor- 
memente. (Construcción de la función de influoncia del manantial 
cilíndrico instantáneo de calor.) 

91. Mediante la función de influencia hallada en la solución del 
problema anterior resolver el problema de contorno 


å a 2 t ; 
Ema (+ +) +10 D O<r, t<to, (1) 
ú (r, 0) =F (1), 0O<r<+oo, (2) 


donde r = V z? F y”. 

92. Hallar la función de influencia del manantiar puntiformo 
instantáneo para la ecuación de la difusión si el medio on que se 
realiza la difusión se mueve con una volucidad constanle b con res- 
pecto al sistema de coordenadas en examen. 
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93. Hallar la función de influencia del mananlial puntiforme 
inmóvil de potencia constante para la ecuación de la difusión en 
un medio que se mueve con velocidad constante v en el sentido del 
eje z, si el proceso de la difusión es estacionario y si se puede des- 
prociar la transferencia de la sustancia en ol sentido dol ejo x en 
comparación con la transferencia como resultado del movimiento 
del medio (véase el problema 2). 

94. Resolver el problema anterior para el semiospacio 0 <z < 
< +00, examinando los casos cuando: . 

a) el plano z = 0 es impermeable; 

b) sobre el plano z =Ó0 so mantiene una concentración igual 
a cero; 

c) el plano z = 0 es semiimpermeable, además, debajo de él 
(es docir, para z < 0) se mantiene una concentración igual a cero, 

95. Hallar la concentración de la sustancia en difusión en el 
espacio no acotado que se desprende por un manantial puntiforme 
de potencia f (t) con las coordenadas s = ọ (t) y =p (£), 2 = 
== % (£), si la concentración inicial de esta sustancia en el espacio 
es igual a cero. 

96. Hallar la concentración de la sustancia en difusión en un 
espacio no acotado cuya concentración inicial es igual a 


isa Sd para OKT Tro 
uhai 0 para r”<r<+o, 


donde r es el radio-vector del sistema esférico de coordenadas. 

97. Resolver el problema anterior para el semiespacio z >> 0, 
suponiendo que Zo < ra y (0, O, z,) son las coordenadas del centro 
de la esfera, en el cual la concentración inicial es igual a U,. Exa- 
minar Jos casos cuando 

a) el plano z = 0 es impermeable para la sustancia en difusión, 

b) sobre el plano z = 0 se mantiene una concentración igual 
a cero. 

98. Hallar la concentración de la sustancia on difusión en el 
espacio no acotado si su concentración inicial es igual a 


pa para 0<r<r, 
uli=o 0 para r<Tr<+oo, 


donde » es el radio-vector del sistema cilíndrico de coordenadas. 
99. Resolver el problema anterior para el semiespacio z > 0 
suponiendo que el cilindro es paralelo al eje z y su oje interseca el 
plano z = O en el punto (%,, 0), donde zx, > rọ- Examinar los casos 
cuando: 
a) el plano z = O es impermeable para la sustancia en difusión, 
b) sobre el plano z = O se mantiene una concentración igual 
a cero. 
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100. El canal con las paredes verticales y el fondo impermeable 
de súbito se llena do agua de tal manera que en una parte, para 
x < 0, el nivel del agua es H, = const y en la otra parte, para 
æ> 0, H, = const, y ulteriormente estos niveles se mantienen 
invariables (véase la fig. en la respuesta al problema, el eje vertical 
H es perpendicular al plano del dibujo). 

En el momento inicial el nivel de las aguas subterráneas en la 
capa del suelo y > 0 es igual a Ha = const. 

Considerando que la capa está sobre una base impermeable que 
es la continuación del fondo del canal, hallar el nivel de las aguas 
subterráneas H (x, y, t) para t > 0 (y > 0). 

101. Sobre la superficie de la cavidad esférica 0 < r < r¿ de un 
espacio no acotado la temperatura debe variarse según la ley 
U lr, =  (£), donde q (t) es una función dada de tiempo; la tem- 
peratura inicial del espacio es igual a cero. 

¿Qué flujo de calor se debo suministrar de la cavidad esférica 
al espacio para asegurar tal ley de variación de la temperatura sobre 
la superficie de la cavidad? 
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ECUACIONES DE TIPO HIPERBÓLICO 


A las ecuaciones de tipo hiperbólico llevan los problemas de 
carácter dinámico de la mecánica de los medios continuos (acústica, 
hidrodinámica, aerodinámica, teoría de elasticidad) y los problemas 
de electrodinámica*). En el capítulo presente se examinan el plan- 
teamiento y la solución de los problemas de contorno de tipo hiper- 
bólico para las funciones de dos y más variables independientes, 
así que este capítulo es la continuación y el desarrollo del cap. 1I 
en que se examinan Jos problemas de tipo hiperbólico sólo para las: 
funciones de dos variables independientes. Al igual que en el capí- 
tulo II las oscilaciones de los medios continuos en todas partes de 
este capítulo se consideran pequeñas en el sentido usual de la palabra. 


$ 1. Problemas físicos que conducen 
a las ecuaciones de tipo hiperbólico; 
planteamiento de los problemas de contorno 


En este párrafo se examina el planteamiento de los problemas 
de contorno para los procesos de la mecánica de los medios continuos. 
El planteamiento de los problemas de electrodinámica se examinan 
en el cap. 1V**), 

1. Plantear el problema de contorno acerca de la propagación: 
de las perturbaciones pequeñas en un gas idea] homogéneo que Jlena 
ún espacio no acotado, tomando por la función que caracteriza el 
proceso una de las magnitudes: la densidad del gas p, la presión 
en el gas p, el potencial de velocidades de las partículas del gas U, 
el vector de la velocidad de las partículas del gas t = int + jue + 
+ ky%, el potencial del desplazamiento de las partículas del gas q» 
o e) vector del desplazamiento de las partículas del gas u = iut) + 
+ jue) + ku, Demostrar que utilizando una de estas magnitudes. 
so puede expresar cualquiera olra de ellas. 

2. Deducir las condiciones de frontera para el potencial de velo- 
cidades de Jas partículas del gas U***), el potencial del desplazamien- 
to ®, la densidad p y la presión p sobre el plano que acota el semi- 
espacio, lleno con este gas. 

*) Las ecuaciones de Ja teoría relativista de la gravitación con las salve— 
dades conacidas, también pertenecen ul tipo hiperbólico. 
**) Véaso también (7), págs. 493-507. 
ass) Acerca de la notación véase la respuesta al problema 1. 
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Examinar los casos cuando este plano: 

a) está inmóvil, 

b} se mueve con la velocidad subsónica en el sentido de su normal 
según una ley dada. 

3. El espacio está lleno con dos gases ideales diferentes, la fron- 
tera de separación de los mismos es la superficie 2*). Suponiendo 
que las presiones no perturbadas en ambos gases son igualos, plan- 
tear el problema de contorno sobre la propagación de las perturba- 
ciones pequeñas en el gas. 

4. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones trans- 
versales de una membrana con el borde fijo inmóvil si en el estado 
no perturbado la membrana es plana y el medio ambiento no pro- 
duce resistencia a Jas oscilaciones de la misma. 

Observación, El problema sobre las oscilaciones de la membrana 
es el análogo bidimensional del problema sobre las oscilaciones de 
la cuerda**), 

5. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones de 
la membrana tendida sobre el hueco de un recipiente cerrado, te- 
niendo en cuenta la variación de la presión en el recipiento excitada 
por las oscilaciones de la membrana y considerando que la velo- 
cidad de propagación de las perturbaciones pequeñas en el gas es 
considerablemente más grande que la velocidad de propagación 
de las ondas en Ja membrana (el problema sobre las oscilaciones 
de la membrana del tambor). 

6. Deducir la ecuación de la propagación de las perturbaciones 
pequeñas en un gas que se mueve a velocidad constante con respecto 
al sistema de coordenadas. 

7. Plantear el problema de contorno sobre el contorneado esta- 
cionario subsónico de una cuña inmóvil por el flujo plano paralelo 
simétrico del gas ideal. 

8. Plantear el problema de contorno sobre el contorneado esta- 
cionario subsónico del cono circular por un gas ideal en el sentido 
del eje del cono, considerando que el flujo no perturbado es homo- 
géneo y las perturbaciones excitadas pour el cono son pequeñas. 

9. Sea que el nivel de un líquido ideal en un estanque con el 
fondo horizontal y las paredes verticales en el estado no perturbado 
os igual ah = const. Con oscilaciones pequeñas de la superficie libre 
pueden surgir movimientos en que las partículas del líquido, que 
están en cualquier vertical, se mueven de modo igual en las direc- 
ciones horizontales. Sea £ (x, y, t) la elevación de la superficie 
perturbada sobre el nivel del líquido en reposo. Considerando la 
presión p en el líquido perturbado a una profundidad igual a la hi- 


*) La superficie geométrica. Se supone que durante el tiempo de examen 
la frontera de separación de los gases E puede considerarse como una superficie 
infinitamente delgada. 

**) Véase cap. H. $ 1 y tumbién [7], págs. 39-42. 
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drostática, plantear el problema de contorno sobre la propagación 
de las perturbaciones pequeñas en la capa, tomando por la función 
que caracteriza el proceso: 1) § (r, y, £); 2) el potencial de las velo- 
cidades (horizontales) de las partículas del líquido si la presión p, 
sobre la superficie del líquido queda constante (véase el problema 7 
del cap. Il. $ 1). 

10. Plantear el problema de contorno Y para œl caso cuando po 
es una función dada de x, y, t, tomando por la función que caracte- 
riza el proceso el potencial de las velocidades horizontales. 

11. Doducir la ecuación del movimionto del centro de la masa 
del elemento infinitésimo del medio elástico, tomando el elemento 
en la forma de un paralelepípedo rectangular con las aristas paralelas 
a los ejes de las coordonadas. 

12. Utilizando la ley de Hooke para el medio elástico, isotró- 
pico y homogéneo, representar las ecuaciones del movimiento halla- 
das en el problema anterior, de forma que contenga sólo las compo- 
nentes del vector de las fuerzas volumétricas y del vector del despla- 
zamiento 


U = iu (x, y, z, t) + jv (x, y, z, t) + kw (x, y, z, t) 


y demostrar que el “largamiento a tedas partes” O=divU y el 
rotor B=rot U satisfacen, cada uno por separado, la ecuación 


ondulatoria de d'Alembert T= Ap además para © la constante 
2 * 
a y para B la constante te ), 


Observaciones. 1. Cualquier vector U so determina unívocamente 
por su divergencia div U y el rotor rot U (véase 114], pág. 209). 
La forma del elemento del medio elástico, que tiene en el 
estado no deformado la forma descripta en el problema 11, en ol 
estado deformado se determina por las magnitudes 


du du ĝu 


A A u= y E 5 
dy du dv ğw 
To= tis = A > Ve TT? 
ĝw Ôu 


Yra = Vas = Ja T pr? 


que forman el tensor de la deformación 
Ex VYxy Vxz 


(Di=lVYyx y  Yyzl> 
Vax Vey tz 





*) Las ondas elásticas elongiltudinales» se propagan más rápidamente que 
las «transversales». 
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En el caso cuando el medio es homogéneo y isotrópico las componen- 
tes del tensor de la tensión (véase la respuesta al problema anterior) 


Ox Try Tx: 


(T) = Tyx Oy  Tyzll» 
Tex Tiy Oz 


están relacionadas por las correlaciones siguientes con las compo- 
nentes del tensor de las deformaciones 


a ðu a 0v dw 
0:=40 + 25 > E rr Oz = 0 — 2u — dz? 


Dw ĝe Du Ow 
Tyz = Tzy =H tar) > Tax = Txz = u (25 Jz + Se): 


us Ha ĝv du 
Tey = yo =p (+ 37) : 


donde © = div U, à y p son las constantes de Lamé relacionadas 
del modo siguiente con el módulo Æ de Young y el coeficiente m 


de Poisson: 
Pii n (3A ~> 2p) A 


ET ` =23U+w* 
El cooficiente m de Poisson caracteriza la razón de la contracción 
transversal correspondiente y el alargamiento longitudinal. El 
módulo del desplazamiento 


G= py. 


13. Representando el vector de las fuerzas volumétricas en la 
forma F = grad P + rot B (acerca de la posibilidad de represen- 
tación en esta forma s un vector arbitrario véase [14).. pág. 209), 


demostrar que si o = = (A + 24) Aq + O, oe = p AA +B, 


entonces el vector U = grad q + rot A satisface las ecuaciones del 
movimiento obtenidas en el problema 12. 

14. Se Hama plano el problema sobre la propagación de las per- 
turbaciones en un medio elástico, si la componente w del vector del 
desplazamiento U y la componente Z del vector de la densidad de 
las fuerzas volumétricas F = iX + F + kZ. son iguales a cero 
y las magnitudes restantes no dependen de z. Por ejemplo, el pro- 
blema sobre la propagación de la deformación en una placa delgada 
causada por las fuerzas que actúan en su plano es un problema plano*). 

Domostrar que en el caso del problema plano el vector del des- 
plazamiento U se expresa por medio de dos potenciales escalares, 
sada uno de los cuales satisface la ecuación ondulatoria correspon- 

iente. 


*) Para más detalles véase 126], pág. 92. 
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15. Expresar por medio de las componentes del vector U y el 
tensor 7 (véase el problema 12) las condiciones de frontera para la 
propagación de Jas perturbaciones elásticas en un semiespacio isotró- 
pico y homogéneo, si el plano de la frontera 

a) está libre, 

b) está fijo rígidamente. 

Expresar para el problema plano estas condigiones de frontera 
por medio de los potenciales escalares (véase e] problema 14). 

16. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones 
radiales del tubo cilíndrico circular bajo la acción de la fuerza radial 
F (r, t), donde PF (r, t) es la fuerza que actúa sobre una unidad 
de masa que está a la distancia r del eje del tubo. 

17. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones radia- 
les de la capa esférica elástica r, S r < ra bajo la acción de la pre- 
sión variable p (t) dentro do la cavidad interior. 

18. Deducir la ecuación diferencial para la desviación tesde el 
estado no perturbado de los puntos de una placa homogénea isotró- 
pica fina que efectúa oscilaciones transversales pequeñas. Examinar, 
en particular, el caso cuando la placa está puesta (y sujeta) sobre 
la base elástica. 


Observación, El problema sobre llas: oscilaciones transversales de una 
placa es el análogo bidimensional del problema sobre Jas oscilaciones Lransvor- 
sales de la barra (véase § 1, cap. H). 


19. Pasando a las coordenadas polares, plantear el problema de 
contorno sobre las oscilacionos transversales de una placa circular 
si el borde de la placa está rígidamente apretado. 

20. En el origen de las coordenadas del espacio no acotado 
£, Y, z, que representa en sí el vacío, se encuentra el dipolo eléc- 
tric) paralelo al eje z. El momento del dipolo varía según Ja ley 
M= const, — o <tZ<0, 


m=| M, =M cost, 0O<t<+ 00. 


Plantear el problema de contorno sobre la determinación del 
campo electromagnético generado por e] dipolo para t >> Q. 


§ 2. Problemas sencillos; diferentes métodos 
de resolución 


21. a) Resolver el problema de contorno 
ur = a? Au, —œ0 < Z, Yy, z< +o, <ta to, (1) 
u lomo == (r), uy lomo = + (r), t? = z? +y +2, 
O<r< +o. (2) 
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b) Hallar 


lim u(z, y, 2, £). 
xy 20 


22. Resolver el problema de contorno 
Uy = 8è Au + f (r, t) P=, 


O<r<+to, 0<t<+o, (1) 
U limo =0, ui ltao = 0. (2) 

23. Resolver el problema de contorno 
ui = aè Au, —oœ <T, y, z< +o, 0< t< Ho (1) 


con las condiciones iniciales 

U= const dentro de la esfera de radio ro, 
O fuera de esta esfera, 

ulı=0=0 en todas partes. 


a) uli=o= 


i í U¿=const dentro de la esfera de radio ry, 
MY Uji = 
) telimo 0 fuera de esfera, 


uli=y=U en todas partes. 


24. En el momento inicial de tiempo t = O el gas dentro de un 
volumen esférico de radio rą está comprimido de tal modo que la 


perturbación de la densidad es p = p; y fuera del volumen p = 0. 
La velocidad inicial de las partículas del gas es igual a coro en todo 
el espacio. Hallar el movimiento del gas para t > 0. 

25. Resolver el problema 23 b) para el semiespacio z > 0 si el 
contro de la esfera se encuentra en el punto (0, 0, 2,), Zo > Fo; 
examinar los casos particulares cuando 

a) u |z=o = 0, 

b) uz lz=0 = 0. 

26. Resolver el problema 23 b) para el ángulo diedro y > 0, 
2 > Ù si e] centro de la esfera está en el punto (Ô, Yo, Zo), Yo © To» 
Zo > "y; examinar los casos cuando 

a) u fy m0 = Ô, tuz |z =o = 0, 

b) uy lyuo = 0, U lzmo = 0. 

27. El espacio no acotado está lleno de un gas ideal en reposo. 
En el momento de tiempo l = 0, en un cierto punto fijo de este 
espacio empieza a actuar continuamente un manantial simétrico 
esférico de gas de potencia q (t). Hallar el potencial de Jas veloci- 
dades de las partículas del gas para t œ 0, suponiendo que las per- 
turbaciones generadas por el manantial son pequeñas. 

28. Resolver el problema anterior si el manantial se encuentra 
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a) dentro del ángulo diedro = , donde n es un número entero 


mayor que cero; 

b) dentro de una capa plana 0 <z< l, además, Jos planos de 
frontera son inmóviles, 

29. De la solución del problema de contorno 


un = aè Ayu + f (E, Y, 2 t) —wo<zry:<to  0<t< 
< +0, 
U limo =Q (%, Y, 2), Us lemo = Y (L, Y, 2) —œ < T, yY, 2< +00 


mediante el método «de descenso»*) obtener la solución del proble- 
ma de contorno 


ui = a? A u* + $ (2, y, t), =œ < z, y< +o, <i tHo, 
u* limo -x q* (z, y), ut lomo =y* (z, y), —=0 XX, y< +00. 
30. De la solución del problema de contorno 
utt = 0 Agu + cu + fle y, 2,1) —9<x, y, 2< oo, 
0<!1< +00, 
u |imo = P (T, Y, 2); Ua |t=o = 4 (x, Y, 2), —œ0 < T, Y, 7 < oo 


mediante el método «de descenso»*) obtener la solución del pro- 
blema de contorno 


uh = a? Au” + eu* + f* (z, y, t), ~o <z, y< too, 
0<i<+oo, 
uta = q* lo, Y) ul lino =V* (7, Y), —%o <a, y< +0. 


31. Sobre una recta fija en el espacio no acotado Jleno de un gas 
ideal en reposo, están distribuidos continuamente los manantiales 
de gas que empiezan actuar en el momento ¿ = 0, además, la potencia 
de los manantiales de una wnidad de longitud de esta recta es igual 
a q (t). Hallar el potencial de las velocidades de las partículas del 
gas para ¿> 0, suponiendo que las perturbaciones generadas por 
los manantiales en el gas ambiente son pequeñas (fuera del entorno 
infinitésimo de la recta sobre la que están los manantiales). 

32. Resolver el problema anterior para el cuadrante x > O. 
y > 0 acotado por Jos planos absolulamente duros x =- O, y =U 
si la recta en que están los manantiales es paralela al eje z y se define 
por las coordenadas Zos Yos to œ> 0, Yu > 0 

33. En el espacio no acotado Jleno de un gas ideal en reposo se 
encuentra una capa esférica de radio ro con el centro en un punto 
fijo. Empezando desde cl momento ¿ = 0 el radio de la superficie 


*) Véase 17], págs. 458-460, 
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esférica varía continuamente según ja ley dada, además la veloci- 
dad radial de los puntos de la superficie es igual a u (t). Hallar el 
movimiento en el caso cuando u (t) = A sen af, 

34. Resolver el problema anterior si la osfora se encuentra en 
un semiespacio acotado por un plano inmóvil. 

35. En cl espacio no acotado lleno de un gas ideal en reposo se 
encuentra una esfera de radio fijo rọ. Desde el momento t = Q el 
centro de la esfera efectúa oscilaciones pequeñas con velocidad 
V (t); además, | V (t)| & a, donde a es la velocidad del sonido. Hallar 
el potencial de las velocidades de las partículas del gas. 

36. Resolver el problema sobre el contórneado subsónico simé- 
trico estacionario de una cuña por el flujo de un gas ideal. Hallar 
el potencial de las velocidades en la región perturbada y la pertur- 
bación de la presión sobre la-cuña*). 

37. Resolver el problema sobre el contorneado subsónico simé- 
trico estacionario de ùn cono circular con el ángulo de abertura pe- 


queño**), 
38. La onda plana de propagación para la ecuación 
Us: = 4 Au + cu, (1) 
dondo Au= Het... + Hp. se Mama la solución de la forma 
n , J 
u HA axı — bt). (2) 


n 
La onda plana u—=f(3, a¿x, —bt) tiene un valor constante para 
21 


cada plano de la familia 


n 


2 aiz; — bt = const. (3) 


La distancia desde el plano (3) hasta el origen de las coordenadas 
2=0, t2=0,....%=0 es igual a 


bt -+ const 
ro a 
39" 

Con la variación de £ el plano (3) se mueve con una velocidad 
a a. (5) 


n , 
N al 112 
(Y 3) 


*) Véase el problema 7. 
**) Véase el problema 8. 
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quedando paralelo a su posición inicial (para £= 0) 
n 
Y) az, =const; (6) 
131 s 


en otras palabras, con la velocidad (5) él so aleja de su posición 
inicial (6). Para simplificar la exposición consideraremos en ade- 
A ° 


lante que Z aj = 1, es decir que a; son los cosenos directores de 


i=1 


la normal al plano (3); Q = Y a¡e, — bt es la fase de la onda 
11 


(2), y f, la forma de la onda, 

Demostrar que: 

1) para que existan las ondas planas de forma arbitraria que se 
propagan con la velocidad a en cualquier dirección es necesario 
y suficiente que c = 0; 

2) cuando c s0 para la ecuación (41) existen ondas planas de 
cualquier dirección de propagación y de cualquier velocidad, excepto 
la a, pero sus formas no pueden ser arbitrarias y son las soluciones 
de la ecuación diferencial 


$" (Q) (a? — 0) +f(0)c =0. (7) 


39. Resolver el problema sobre el contorneado estacionario de 
la pared ondulatoria y = e sen ox, donde e es pequeño, —o << 
< +00, por el flujo del gas comprensible ideal, cuya velocidad no 
perturbada coincide con la dirección del eje x y es igual a U = const. 
Examinar los casos: 

a) de la velocidad subsónica del flujo, 

b) de la velocidad supersónica del flujo. 

40. Mediante la superposición de las ondas planas con el frente 


paralelo al eje z, f (at — œx — fy), donde a y B son los cosenos direc- 
tores de la normal al frente de la onda, obtener las ondas cilíndricas 
al+r 
== į (È) dÈ 1 
plr, t) de == (1) 


donde r=V 2 } y2, 
Hallar la expresión explícita para w(r, t) con la condición 
de que 


U,¿=const para —r¿<i¿<ro, 
para ro << oo. 


41. Mediante la superposición de las ondas csféricamente simé- 
imag Lfet=1) .. fo (at+r) A 
tricas == y ==, donde f,(E) y f,(E) son funciones arhi 


0 para —o<i¿<—Yp 
109) 


3-0942 
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trarias, obtener las ondas cilíndricas 


at-p To 
24, (E) dl = | hO 
> $) — 9 p , 
vs (p, t) $ VEA valo, t) db Mom 


p= r y, 


suponiendo que las integrales convergen. 

42, Hallar los ondas monocromáticas cilíndricas simétricas en 
un espacio no acotado, resolviendo la ecuación u;, = a? Au, y des- 
pués obtener estas ondas mediante la superposición de las ondas 
monocromáticas planas. 

43. Mediante la superposición de las ondas planas obtener la 
onda esférica de la forma 


o (:+2)-0 (=>) 
A A 


44. Resolver el problema sobre la reflexión y la refracción do la 
onda monocromática plana sobre la frontera de separación de dos 
gases ¡ideales diforentes; hallar la relación entro los ángulus de 
incidencia, de reflexión y de refracción y también entre las ampli- 
tudes de las ondas incidente, reflejada y refractada. Considerar igua- 
les las presiones no perturbadas en los ambos gases. 

45, Hallar la relación entre los ángulos de incidencia, de refle- 
xión y de refracción de la onda electromagnética monocromática 
plana sobre la frontera plana de dos dieléctricos isotrópicos homo- 
géncos. 

46. Examinando el caso de la incidencia normal do la onda elec- 
tromagnética linealmente polarizada monocromática plana sobre 
el plano de separación de dos dieléctricos isotrópicos homogéneos, 
hallarla relación ontre las amplitudes de las ondas incidente, reflejada 
y refractada y dar las expresiones de las mismas. 


$ 3. Método de separación de variables * 


1. Problemas de contorno que no requieren la utilización 
de las funciones especiales 


En este punto se examinan también los problemas de contorno 
para las regiones con las fronteras planas y esféricas, cuyas soluciones 
se expresan meliante series según las funciones propias más sim- 
ples (elementales) del operador de Laplace para estas regiones. 

Inicialmente los medios se suponen isotrópicos y homogéneos, 
después se dan algunos problemas para los medios heterogéneos. 


*) Véase la primera llamada en la pág. 32 del tomo J. 
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a) Medios homogéneos 


47. Ballar las oscilacionés transversales de una membrana rec- 
tangular 0O<1<l, 0<y<l, con el borde fijo causadas por 
la desviación inicial 


uv (zx, y, 0) = Azy (1, — 2) (lo — y), 


si so puede despreciar la reacción del medio ambiente. 

48. Hallar Jas oscilaciones transversales de una membrana rec- 
tangular 0 < 2< l,, 0 < y < l, con el borde fijo, causadas por la 
distribución inicial de velocidades 


uy (z, Y, 0) -a Axy (h i z) (l: SEN y) 


sì sẹ puede despreciar la reacción del medio ambiente. 

49. Hallar las vibraciones transversales de una membrana rec- 
tangular 0 < x<l,, 0< y < }, con ol borde fijo, causadas por el 
impulso transversal concentrado K comunicado a la membrana en 
el punto (£o, Yo), O < zo < hs, 0< Yo < lo, considerando que la 
reacción del medio ambiente es despreciablemente pequeña. 

50. Hallar las oscilaciones transversales de una membrana. rec- 
tangular 0< z<, 0<y<!l, con borde fijo, causadas por la 
fuerza continuamento distribuida por la membrana y perpendicular 
a su plano con la densidad 

F (z, y, t) = A (z, y) sen ot, 0<t<+oo, 
considerando que la reacción del medio ambiente es despreciable- 
mente pequeña. 

51. Hallar las oscilaciones transversales de una membrana rec- 
tangular 0O<x<l,, 0<yx<l, con borde fijo, causadas por la 
fuerza transversal concentrada 


F (t) = A sen ot, A = const, 0< i< -Hoo 


aplicada en el punto (to: Yo) O < To < L, O < Yo < la, conside- 
rando que la reacción del medio ambiente es despreciablemente 
pequeña. 

52. Hallar las oscilaciones del agua en un depósito rectangular 
OKL, 0< y< l bajo la acción de la presión exterior variable 
sobre la superficie libre 


polz, y, t)=Acos Ecos LF (1), 0<t<+oo, 1(0)=0 
si la profundidad del agua en el estado no perturbado es igual a h. 
Se supone que la función f (t) tiene derivada continua*). 

53. Resolver el problema 49, suponiendo que el medio ambiente 
ejerce una resistencia proporcional a la velocidad. 


*) Véanse Jos problemas Y y 10. 
3r 
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54. Hallar las oscilaciones establecidas de la membrana rectan- 
gular 0<z1<l,0<y<l, en un medio con resistencia propor- 
cional a la velocidad, bajo la acción de una fuerza transversal con- 
tinuamente distribuida con densidad 


F = Á sen ot, 0< t< -+-o, A = const. 


El borde de la membrana es inmóvil. 
55. Un gas ideal está encerrado entre dos esferas concéntricas 
Sr, y Sr, El radio de la osfera interior S,, varia según la ley 


r (t) =r, + esen œt, —oœo < t< +o, O< EKT =T 


y la osfera exterior permanece invariable. Hallar las oscilaciones 
establecidas del gas entre las esferas. 

56. Un gas ideal ostá encerrado entre dos esferas concéntricas 
S, y S,, con los radios fijos r, y ra. Hallar las oscilaciones del gas 
entre las esferas causadas por la perturbación radial inicial de la 
densidad 


P(r, 0) =1 4), n<r<rz 
b) Medios heterogéneos 


57. Hallar las oscilaciones transversales de una membrana rectan- 
gular 0O<1<l,, 0<y<l, compuesta de dos trozos rectangu- 
lares homogéneos 0 < 2 S zo, OSY Lla yo LITI SyS 
< l, causadas por las perturbaciones transversales iniciales. 

38. Una cavidad esférica de radio fijo r, está llena con dos gases 
ideales diferentes; la superficie de separación de los mismos es la 
əsfera S, (0 < rı < ra) concéntrica a la superficie de la cavidad. 

Hallar las oscilaciones do los gases en las condiciones iniciales 
Sens para el potencial de las velocidades u (r, t) y la presión 
p (r, $): 

u (r, 0) =f (r) pr, 0 =Po OST <ra 


2. Problemas de contorno que requieren la utilización 
de las funciones especiales 


Al igual que en el punto anterior, primero van los problemas 
pura los medios homogéneos y después para los medios heterogéneos. 


a) Medios homogéneos 


59. Hallar las oscilaciones transversales de una membrana circu- 
lar con borde fijo, causadas por la distribución inicial radialmente 
simétrica de las desviaciones y de las velocidades, considerando qué 
Ja reacción del medio ambiente es despreciablemente pequeña. 

60, Resolver el problema anterior, suponiendo que la desviación 
inicial tiene la forma de un paraboloide de rotación y que las veloci- 
dades iniciales son iguales a cero. 
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61. Hallar las oscilaciones (ondas) del agua en un recipiente 
cilíndrico vertical con el fondo horizontal si las condiciones iniciales 
poseen simetría radial y la presión sobre la superficie libre del agua 
queda constante. 

62. Hallar las oscilaciones de una membrana circular con el 
borde fijo en un medio sin resistencia, causadas por la presión cons- 
tante uniformemente distribuida que actúa soMre una parte de la 
membrana desde el momento t = 0, suponiendo que el medio am- 
biente no ejerce ninguna otra resistencia a las oscilaciones de la 
membrana. 

63. Hallar las oscilaciones de una membrana circular 0 < r < ro 
con el borde fijo en un medio sin resistencia, causadas por la presión 
variable 

p=f(r,t) OST Sr 0<t< +0 


aplicada en un lado de la membrana. 

64. Hallar las oscilaciones de una membrana circular 0 < r < ro 
con borde fijo en un medio sin resistencia, causadas por la presión 
continuamente distribuida 


pP = po sen ot, 0< t< +o 


aplicada en un lado de la membrana. 

65, Hallar con las condiciones iniciales nulas las becilacionás 
de una membrana circular 0 <r < rọ en un medio sin resistencia 
causadas por el movimiento de su borde según la ley 


u (rot) =/4 sen ot, 0<t< +00. 


66. Resolver el problema 59 en el caso cuando el medio ambiente 
ejerce una resistencia proporcional a la velocidad. 

67. Hallar las oscilaciones establecidas de una membrana circu- 
lar con el borde fijo en un medio con resistencia proporcional a la 
velocidad, bajo la acción de la presión uniformemente distribuida 
(aplicada a una parte de la membrana) 

a) p= po sen ot, 0 <t< +00, Pa = const, 

b) P = py Cos ut, 0<t< +o, Po = const, 

68. Hallar las oscilaciones establecidas de una membrana circu- 
lar0<r<Hr, en un medio con resistencia proporcional a la velo- 
cidad, , causadas por el movimiento de su borde según la ley u (ro, t) = 
= Á sen wt (compárase con el problema 65). 

69. Hallar las oscilaciones de una membrana circular del tam- 
bor*) causadas por las perturbaciones iniciales radialmente simétri- 
cas. 


*) Véase el problema 5, 


www. FreeL ibros.com 


454 Planteamiento de los problemas 


70. Hallar las oscillaciones de una membrana circular del tam- 
bor causadas por la presión continuamente distribuida 


p = Tly sen ot; 0<t< oo, Io = const, 


aplicada a la parte exterior de la membrana. 

71. Hallar las oscilaciones transversales de una placa circular 
con el borde fijo rígidamente en un medio sin resistencia, causadas 
por las perturbaciones iniciales radialmente simétricas. 

72, Hallar las oscilaciones transversales de la placa del problema 
anterior causadas por un golpe concentrado transversal en el centro 
de la placa que le comunicó el impulso T. 

73. Hallar las oscilaciones transversales de la placa del proble- 
ma 71 causadas por una fuerza transversal uniformemente distribuida 
con densidad p = pọ sen œi aplicada desde el momento t = 0. 

74. Hallar las oscilaciones transversales de la placa del proble- 
ma 71 causadas por una fuerza transversal concentrada P = 
= P, sen œt aplicada en el centro de la placa desde el momento 
t = 0 (las oscilaciones de la membrana del altavoz). 

75. Hallar las oscilaciones transversales de una membrana que 
tiene la forma de anillo circular con los bordes fijos, generadas por 
perturbaciones iniciales radialmente simétricas. 

76. Hallar las vibraciones transversales de Ja membrana des- 
cripta en el problema anterior generadas por una presión uniforme- 
mente distribuida 


P = po sen ot, 0O<t<-Fo0, po = const, 


aplicada a una parte de la membrana. 

77. Hallar las oscilaciones del líquido en un recipjente con 
fondo horizontal, cuyas paredes son dos cilindros circulares coaxia- 
les, si la profundidad del líquido en el estado no perturbado es igual 
a or const y las perturbaciones iniciales son radialmente simétri- 
cas*). 

78. Hallar Jas oscilaciones de un gas (el potencial de las veloci- 
dades) en un recipiente cilíndrico circular cerrado, generadas por 
las oscilaciones radiales de la pared lateral que comienzan en el 
momento ¿ = 0 si las velocidades de las partículas de las paredes 
son iguales a 


f (2) cos 0t,0< 2 <1 (l esla longitud del cilindro), 0<t< +00. 


Los fondos superior e inferior son inmóviles. 

79, Hallar las oscilaciones de un gas en un cilindro circular 
cerrado generadas por las oscilaciones transversales de uno de sus 
fondos que comienzan en el momento t==0, si las velocidades de las 





*) Véase ay problema 9. 
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partículas de este fondo son iguales a 
f (2) cos ot, O<r< ra (ros el radio del cilindro), 0 < t < +00. 


El segundo fondo y la superficie Jateral dol recipiente son inmóviles. 

80. Hallar las oscilaciones de un gas en un recipiente cerrado, 
formado por dos cilindros circulares coaxiales y dos fondos planos 
transversales generadas por las vibraciones radiales del cilindro 
exterior que comienzan en el momento £ = Ù si Jas velocidades de 
las partículas de este cilindro son iguales a f (2) cos 0t,0<z <l, 
l es la longitud del cilindro. Los fondos y el cilindro interior son 
inmóviles, 

81. Hallar las oscilaciones de un gas en el recipiente descripto 
en el problema anterior generadas por Jas oscilaciones transversales 
de uno de los fondos que empezaron en el momento ¿== 0 si las 
velocidades de las partículas de este fondo son iguales a f (r) cos ot, 
7™* [Kr < r**, r* y7** s los radios de los cilindros interior y €x- 
terior. El segundo fondo y los cilindros son inmóviles. 

82. Hallar las oscilaciones transversales de una membrana 
circular 0 << rg con el borde fijo, generados por un golpe con- 
centrado normal a la superficie de la membrana que le comunicó 
en el punto (Tn, P), O < rı < rp, el impulso K. 

Contemplar el caso cuando el medio ambiente no ejerce resisten- 
cia al movimiento de la membrana. 

83. Un recipiente con agua que representa en sí un cilindro cir- 
cular vertical con el fondo horizontal durante largo tiempo se mueve 
con velocidad və = const en dirección perpendicular al eje del 
recipiente. 

Hallar las oscilaciones del agua en el recipiente para t > 0 si 
en el momento ¿=0 el recipiento instantáneamente se detiene 
y sì para ¿<< 0 el agua permanecía inmóvil con respecto al reci- 
piente. Considerar constante la presión sobre la superficie libro del 
agua. 

84. Hallar las oscilaciones de una membrana circular 0 < 
< r < r, con el bordo fijo, generadas por la presión variable conti- 
nuamente distribuida 


p=f(r) cos (q — 0l), f(r4)=0, 0<t< oo, 


aplicada a una parte de la mombrana. 

85. Hallar las oscilaciones establecidas de la membrana descripta 
en el problema anterior en un medio con resistencia proporcional 
a la velocidad. 


86. Hallar las oscilaciones de una membrana circular 0 <r < 
< ro generadas por las oscilaciones de su borde según la ley 


u (ro, P, Ł) = f (t) cos nọ, f(0) =f (0) =0, nes 
número entero mayor que 0, 0< t< +œ. 
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87. Hallar las oscilaciones de una membrana circular 0 X<r < ro 
generadas por las oscilaciones de su borde según la ley u (ro, p, 1) = 
= F (q) sen ot, F (q) es una función suave con período 2x. 

88. Hallar las vibraciones de un gas en un cilindro circular 
cerrado Ó<r<ro 0<2<l, generadas por las vibraciones 
radiales de su pared lateral con Ja velocidad que varía según la ley 
f (z) cos np cos ot, n es número entero mayor que O, 


0<i< +00. 


Los fondos del recipiente son inmóviles, 

89. Hallar las oscilaciones de un gas en un cilindro circular 
cerrado Ô <r < ro, 0 < z< l, generadas por las oscilaciones trans- 
versales de uno de sus fondos con velocidad que varía según la ley 
f (r) cos ng cos ot, n es un número entero mayor que 0, 0< t< 

o0. 

90. Hallar las vibraciones transversales de una membrana con 
el borde fijo, generadas por el impulso inicial concentrado trans- 
versal K comunicado a la membrana en cierto punto interior, si la 
membrana tiene Ja forma de un sector circular y el medio ambiente 
no ocasiona resistencia a Jas oscilaciones. 

91. Resolver el problema anterior para la membrana que tiene 
la forma de un sector del anillo circular. 

92, Hallar las vibraciones de un gas en la región acotada por 
dos cilindros circulares coaxiales inmóviles, dos planos perpendi- 
culares al eje de los cilindros y dos planos que pasan por su eje si 
estas oscilaciones son generadas por las perturbaciones iniciales que 
no dependen de z. 

93. Un recipiente esférico con un gas durante largo tiempo se 
mueve uniformemente con velocidad v y después en el momento 
t = 0 instantáneamente se detuvo y quedó inmóvil. Hallar las 
vibraciones del gas en el recipiente, surgidas como resultado de 
esto. 

94. Un recipiente esférico lleno de un gas, a partir del momento 

= ( realiza oscilaciones armónicas pequeñas en la dirección de 
uno de sus diámetros; el desplazamiento del recipiente en la direc- 
ción de diámetro es igual a 4 sen ot, 0<t< +00. Hallar las 
oscilaciones del gas en el recipiente suponiendo que para t << O 
el gas estaba en reposo. 

95. Hallar las oscilaciones de un gas en el recipiente esférico 
O<rZro 0L0<x, 0< p< 21, generadas por las deforma- 
ciones pequeñas de la pared del recipiente que comenzaron en el 
momento t= 0, si las velocidades de las partículas de la pared 
del recipiente están dirigidas según sus radios y la magnitud de las 
velocidades es igual a 

AP, (cos 0) cos wti*). 


*) P,, (E) es el polinomio de Legendre. 
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96. Hallar las oscilaciones de un gas en un recipiente esférico 
generadas por las vibraciones pequeñas de su pared que comenzaron 
en el momento £ = Q, si Ias velocidades de las partículas de la pared 
dol recipiente están dirigidas según sus radios y Ja magnitud de Jas 
velocidades es igual a 

P,, (cos 0) f (£), 


donde f (0) = f' (0) =0. E 

97. Hallar las oscilaciones de un gas en un recipiente esférico 
generadas por Jas oscilaciones pequeñas de su pared que comenzaron 
en el momento t= 0, si las velocidades de Jas partículas de la 
pared del recipiente están dirigidas según sus radios y la magnitud 
de las velocidades es igual a 


f (0) cos ot, 0< t< +o. 
98, Resolver el problema anterior con la condición que las 
velocidades de las partículas de la pared sean iguales a 
APR (cos 0) cos mo cos wt*). 
99. Resolver el problema 97 si las velocidades de las ipartículas 
de la pared son iguales a 
f (0) cos mo cos ot, 
100. Resolver el prohlema 97 si las velocidades de las partí- 
culas de la pared son iguales a 
f (t) PR (cos 8) cos mẹ, f (0) = f (0) = 0. 
101. Resolver el problema 93 para un gas encerrado entre dos 
esferas concéntricas S, y S,,, Ti < Ta 
102. Resolver el problema 94 para un gas encerrada entre dos. 
esferas concéntricas S,, Y Sra Ti < ra 
b) Medios heterogéneos 


103. Hallar las vibraciones transversales de una membrana cir- 
cular heterogénea 0< r< r, con el borde fijo, obtenida mediante la 
unión de una membrana circular homogénea 0<r <r, y una 
membrana homogénea de forma de anillo r, < r < r}, si las per- 
turbaciones iniciales son dadas. 


$ 4. Método de las representaciones integrales 


En el primer apartado de este párrafo se han reunido los proble- 
mas sobre la utilización de Ja integral de Fourier; en el segundo,. 
sobre la construcción y empleo de las funciones de influencia de 
los manantiales concentrados instantáneos. 


*) PH ($) es la función asociada de Legendre, m < n. 
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4. Utilización de la integral de Fourier 
a) Transformación de Fourier 
104. Resolver el problema de contorno 
uy =4 Ag, —o<xy<+to, 0<t< -+o0*), (1) 
u lino = D (2, y), ui lieo = Y (2, y) —o<x, y < +oo, (2) 
105. Resolver el problema de contorno 
Ut =a Agu, —0< 2, Y 2< +00, 0<t<+o0**), (1) 
U |tw = DT, y, 2). Ue lio = Y (2, y, 2), 
—0o0 LL, Y) 2 +00. (2) 
106. Resolver el problema de contorno 
Upi = 4 Au + f (x, Y, l) —o<zx,y< Ho, 0<:< +00, (1) 
Ulio=0, uc ltao = 0; —o <t, y< +o. (2) 
107, Resolver el problema de contorno 
Urg = a Agu + f (2, Y2), —o <z, y, z< +o, 
0<t< +o, (41) 
u limo = 0, ls lo = 0, 0ye to. (2) 
108. Resolver el problema de contorno 
Uy = Ay Agu =0, —o <a, y < +o, 0<t< +o0***), (1) 
u lieo = P (2, y), Us limo = Y (0, y) —œ <x, y < too. (2) 


b) Transformación de Fourier — Bessel — Hankel 


109. Utilizando la transformación de Fourier — Bessel, resolver 
l problema de contorno 





P 5d 
== (+72), O<r<+oo, 0<t<+o0, (1) 
u(r, pa u (r, 0=0, Oxľr« -= oo. (2) 


V ttp 


*) Az = div grad es el operador de Laplace para el plano; en las coorde- 
«nadas cartesianas Az = in + ar" 
**) A= div grad es el a de Laplace para el espacio; en las coorde- 
madas cartesianas åg = + a Z pi dE: 
**s) El operador biaeioniso Asôa que significa la utilización doble del 
«operador de Laplace Az. 
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110. Hallar las oscilaciones transversales radialmente simétricas 
de una placa no acotada, resolviendo el problema de contorno 


Siro (El) u=0, 0<r<4oo, 0<i<+o, (1) 


u (7,0) =f (7), us (7,0) =0, 0<r< +0. (2) 
Examinar, en particular, el caso cuando 
r3 
f(r)]=4c , 0<r<+o. (2) 
111. Hallar las desviaciones transversales radialmente simétri- 
cas de los puntos de una placa no acotada 0 < r < +o, si cl punto 
r = 0 de esta placa desde el momento ! = O se mucve según una 
ley dada. Examinar, en particular, el caso cuando 
dla): VEGA, 
0, tSt <+ oo. 
112. Hallar las desviaciones puramente impulsantes, transver- 
sales, radialmente simétricas de los puntos de una placa no acotada 
0<r< +00 bajo la acción de unas fuerzas transversales distribui- 
das con la densidad 
p (r, t) = 16phbf (r) W (1), —o<t< +00, 
donde 2h es el espesor de la placa; p, la densidad de la masa de la 
placa; b tiene el mismo significado que en los problemas anterio- 
res*); y” (1) = ain m, p (t) depende sólo de t y f (r) der. 
Examinar, E particular, los casos cuando: 
a) el movimiento de la placa se impulsa por la fuerza transversal 
concentrada 
16phin; (t), —o < t< +o, 


aplicada en el punto r = 0; 
b) el movimiento de la placa se impulsa por la fuerza transversal 


16pkbp (t), —œ < t< +, 


uniformemente distribuida sobre el círculo 0 < r < a; 


c) la fuerza descripta en el apartado b) actúa durante el tiempo 
tọ, a saber 


u(0, t)= (1) 


0 para —o<i<0, 
(t) = | po =const para 0<i< tp, 
0 para t¿<it<+o0, 


*) Para más detalles véase el problema 18. 
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dar las fórmulas asintóticas para la representación de la solución 
para las magnitudes pequeñas y grandes de r; 


d) pir, y) = 2 Gp) —a<t<+o; 


e) hallar las velocidades transversales de los puntos de una placa 
para 


r2 
pir, j= eTil, — o< t< oo, 


donde ô (t) es la función 6 impulsiva (es decir, en el momento t = Q 
la placa recibe un golpe transversal con el impulso, continuamente 
r2 


distribuido, HL“ le 


2. Construcción y utilización de las funciones de influencia 
de los manantiales concentrados 


a) Funciones de influencia de los impulsos instantáneos concentrados 


113. Construir la función de influencia del impulso instantáneo 
concentrado de potencia unitaria para la ecuación 


Up = a? Ayu 


en el espacio no acotado z, y, Z, considerando al principio que el 
impulso tiene lugar en el origen de coordenadas en el momento t = 
= 0; hallar la función de influencia, resolviendo el problema de 
contorno 


ug = 0? Apu, —o<zx,y2<+o, 0<1t<H-00, (1) 
U limo = 0, Us leo = 0 (2) Ó (y) 6 (2), — œ < zx, y,2< to, (2) 


después pasar al caso cuando el impulso tiene lugar en el punto 
(E, n, €) en el momento £ = 7. 
114. Resolver el problema anterior para la ecuación 


Us = A Ayu + cu 


115. Resolver el análogo bidimensional del problema 113. 

116. Resolver el análogo bidimensional del problema 114. 

117. Mediante la separación de variables construir la función 
de influencia para un impulso instantáneo concentrado para el 
primero, segundo y tercer problemas de contorno para la ecuación 
Uu = @ Àu: 

a) para la membrana rectangular 0 < 2 < l, OS y <S l 

b) para la membrana circular 0 <r < rp, 0 <S p S 2a. 
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118. Mediante el método de reflexión construir la función de 
influencia de un impulso instantáneo concentrado para la ecuación 


Us: = a? Agu + c%u con ángulo 0< p <t, donde n es un número 


entero mayor que cero, si sobre los rayos de frontera p = 0 y y = Z 


se cumple la condición de frontera de segundo génbro. 

119. Sea G una región plana acotada por el contorno I suave 
a trozos. Suponiendo posible la utilización de la fórmula de Green — 
Ostrogradski que relaciona la integral curvilínea con la integral 
doble, hallar la solución a) del primero, b) del segundo y c) del 
tercer problema de contorno para la ecuación uts = a° Agu + cu + 
+ f (zx, y, t) con las condiciones iniciales y de frontera heterogéneas, 
si se conoce la función de influencia del impulso instantáneo con- 
centrado para cada uno de los casos enunciados. 

120. Mediante la función de influencia del impulso instantáneo 
concentrado hallada en la solución del problema 113, deducir la 
fórmula de Kirchhoff*) para la ecuación 


Uy = a? Ayu + Í (£, Y, 2, t). 


b) Funciones de influencia de los manantiales concentrados 
de funcionamiento continuo 


121. Construir la función de influencia del manantial concentrado 
də funcionamiento continuo de potencia variable f (t) (f (t) = O para 
t < 0) que se encuentra en un punto fijo del espacio para la ecuación 
Lt = a? Agu, es decir, resolver el problema de contorno 


Utt = 0? Ayu + Ó (2 — £o) ô (y — yo) Ó (z — zo) f (t), 
—0<%,y2¿<+o, 0<t<+o, (1) 
u |i=o = Ut |i=o = 0. (2) 


122. Construir la función de influencia del manantial concentrado 
de funcionamiento continuo de potencia variable f (t) (f (t) = O para 
t < 0) que se encuentra en un punto fijo del espacio para la ecuación 
Utt = a? Ayu, es decir, resolver el problema de contorno 


Ut = Q? Azu + ô (£ — £o) ô (y — Yo) f (6), 
=œ <t, y < +o, <ta +o, (1) 
u [i0 z5 0, ut li=o = 0. (2) 


123. Construir la función de influencia del manantial concentrado 
«de funcionamiento continuo de potencia variable f (t) (f (t) = O para 


*) Véase [7], págs. 464-468. 
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£ < 0) que se mueve según una ley arbitraria para la ecuación u¿ = 
= a? Ayu, es decir, resolver el problema de contorno 


ute = aè Agu + Ò (x — X (t)) ô (y —Y (0) 6 (¿—Z (0) $ (8), 
=% <T, y, z< +o, 0< t< +o, (1) 
U lio = ue lico = 0, (2) 


donde X (2), Y (£), Z (t) son las coordenadas del manantial; X (0) = 
= Y (0) = Z (0) = 0. En particular, hallar la función de influencia 
del manantial concentrado que se mueve rectilíneamente con la 
velocidad constante v; examinar los casos cuando a) v < a, b) v > a. 

124. Tomando en consideración que si el manantial posee la 
potencia constante q y se muevo rectilíneamente con la velocidad 
constante v, entonces en el sistema de coordenadas que se muove 
junto con el manantial, el proceso será estacionario; hallar la función 
de influencia de tal manantial: a) para v < a, b) para v œ> a, omi- 
tiendo los términos con las derivadas con respecto al tiempo en la 
ecuación de las oscilaciones, transformada en este sistema móvił 
de coordenadas. 

125. Hallar el campo electromagnético generado por un electrón 
que se mueve rectilíneamente en un dieléctrico con una velocidad 
constante mayor a la de la luz en este dieléctrico (el electrón de 
Cherenkov). 

126. Resolver el problema de contorno 20. 

127. Hallar las oscilaciones de un medio homogéneo, isotrópico 
y elástico, que llenan todo el espacio no acotado, y generadas por 
la fuerza de funcionamiento continuo F (t) (F (t) = O para t < 0), 
aplicada a cierto punto del medio y paralela a una dirección fija. 
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ECUACIONES DE TIPO ELÍPTICO Au ++ cu= —f 


$ 1. Problemas para la ecuación Au — ztu = e Í 


En este parágrafo examinaremos algunos problemas para la 
ecuación de tipo elíptico 


Au — xu = 0, (x* > 0), (1) 


a que conducen, por ejemplo, los problemas sobre la difusión de un 
gas inestable que se desintegra en el proceso de difusión. 
La ecuación (1) tiene las soluciones fundamentalos: 


-4r 
a) uo (M) = en el espacio tridimensional, 
o > P 


b) uo (M) = Ko (xr) sobre el plano 
(r es la distancia entre el punto M y el origen de las coordenadas). 
La función K, (z), como es sabido, tiene una singularidad logaritmi- 
ca para x = 0 y decrece exponencialmente en el infinito. 

El método de separación de variables al resolver la ecuación (1) 
frecuentemente conduce a la ecuación de Bessel para el argumento 
imaginario z 

y+ty—(14+%)y=0, 
la solución general tiene la forma 
y = Al, (2) + BK, (2), 
donde Z, (z) y K, (zx) son funciones cilíndricas de primero y segundo 
géneros de argumento imaginario. La función Z, (x) es acotada 
cuando x= 0 y crece exponencialmente cuando z =>-00, 

1. Determinar la distribución estacionaria de la concentración 
de un gas inestable en un espacio no acotado, generada por un manan- 
tial puntiforme de gas de potencia Qo. 

2. Un manantial puntiforme de un gas inestable está situado- 
a la altura £ por arriba del plano z = 0, estanco al gas. Hallar la 
distribución estacionaria de la concentración. 

3. Construir la función del manantial puntiforme para la ecua- 
ción Au — x%u = 0 sobre el plano y dar su interpretación física. 

4. Resolver el problema 3, suponiendo que el plano y = 0 es 
estanco al gas. 

5. Construir la función de manantial para la ecuación de la 
difusión de un gas inestable, si el manantial se encuentra dentro 
es la capa (0 < z < l) acotada por Jos planos z = 0 y z = l estancos 
al gas. 
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6. Resolver el problema análogo al 5 para el caso bidimensional. 

7. Un manantial puntiforme de un gas inestable está colocado 
dentro de un tubo cilíndrico infinito con las paredes estancas al gas. 
Determinar la distribución estacionaria de la concentración del 
gas, considerando que la sección del tubo puede tener una forma 
arbitraria. 

8. Construir la función del manantial para la ecuación Au — 
— 44 = 0 dentro de la esfera, con las condiciones de frontera de 
segundo género. 

9. Un manantial puntiforme de un gas funciona en un medio 
no acotado que se mueve con una velocidad constante vo. Hallar 
la distribución estacionaria de la concentración del gas. 

10. Hallar la distribución estacionaria de la concentración de un 
gas inestable dontro de un cilindro infinito de sección circular, si 
sobre la superficie del cilindro se mantiene la concentración constante 
u la = Up. 

11. Resolver el probloma 10 para la región exterior al cilindro. 

12. Resolver el problema 10 dentro de la esfera de radio a si 

a) u lp=a = Un, 

b) u |,=4 = Un Cos O. 

13. Resolver el problema 12 para la región exterior a la esfera 
de radio a. 

14, A una profundidad + debajo de la superficie terrestre se 
encuentra un medio en el que está distribuida con la densidad 
constante una sustancia radiactiva. Hallar 

a) la distribución de la emanación dentro de la tierra, 

b) la magnitud del flujo de la emanación a través de la super- 
ficie terreste, considerando que su concentración sobre la superficie 
lorroste es igual a cero. 

15, A una profundidad k debajo de la superficie terreste en cierto 
volumen está concentrada una sustancia radiactiva que desprende 
en una unidad de tiempo cierta cantidad de emanación (de un gas 
inestable) igual a Q. Hallar: 

a) la distribución de la concentración de la emanación dentro 
de la tierra, 

b) la magnitud del flujo de emanación a través de la superficie 
terreste, considerando que el manantial de emanación es puntiforme 
y su concentración sobre la superficie terreste es igual a cero. 

16. Resolver el problema recíproco al problema 15. Siendo cono- 
cida la distribución del flujo a través de la superficie terreste q == 
= q (p); se debe hallar: 

a) la potencia del manantial Qo, 

b) la posición del manantial, cs decir, la profundidad de la 
estratificación k de la sustancia radiactiva. 


www. FreeLibros.com 


VII. Ecuaciones de tipo elíptico 465 


$ 2. Algunos problemas sobre las oscilaciones 
propias 


Los problemas sobre las oscilaciones propias de membranas y de 
volúmenes acotados, como es sabido, conducen a la ecuación homo- 
génea L (v) + Apv = 0, £ (v) = div (k grad v) (k (x) > 0, p (£) > 0) 
dentro de cierta región T con condiciones homogéneas en su frontera, 
En el cap. II y después en el cap. V, en la medida necesaria se exa- 
minaron algunos problemas sobre las oscilaciones propias de la 
cuerda y de la membrana, En este parágrafo se brinda una lista más 
completa de problemas sobre los valores propios, que pueden resol- 
verse mediante el método de separación de variables. 

La expresión «hallar las oscilaciones propias» en el futuro signi- 
ficará que se deben encontrar los valores propios y las funciones 
propias normadas para la región examinada. 


1. Oscilaciones propias de cuerdas y membranas 


17. Resolver el problema sobre las oscilaciones transversales 
propias de una cuerda homogénea 0 < z <2 si: 

a) Jos extremos de la cuerda están fijos rígidamente, 

b) los extremos de la cuerda están libres”), 

c) un extremo de la cuerda está libre y el otro, fijo, 

d) los extremos de la cuerda están fijos elásticamente, 

e) un extremo de la cuerta está fijo rígidamente y el otro, elásti- 
camente, 

¡ f) un extremo de la cuerda está fijo elásticamente y el otro está 
ibre. 

18. Hallar las oscilaciones longitudinales propias de una barra 
de longitud l compuesta de dos barras de longitudes z, y l— zo 
que poseen diferentes densidades (Pı Y Pz) y módulos de elasticidad 
(E, y E). suponiendo que los extremos de la barra: 

a) están fijos rígidamente, 

b) están libres, 

c) están fijos elásticamente. 

19. A un extremo de la barra está sujeto un peso de masa M. 

Hallar las oscilaciones elásticas longitudinales propias de la 
barra, considerando que el segundo extremo de la misma 

a) está fijo rígidamente, 

b) está libre, 

c) está fijo elásticamente. 


ĝu É 
Fe los extremos de la cuerda son iguales a cero. 


Ello tiene lugar, por ejemplo, cuando los extremos de la cuerda están fijos me- 
diante anillos (con la masa despreciablemente pequeña) que resbalan sin roza- 
miento por barras paralelas. 


40942 


*) Esto significa que 
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Prestar atención a la condición de ortogonalidad de las funciones 
propias. 

Para el problema a) examinar los casos de las cargas pequeñas 
y grandes, hallando las correspondientes correcciones a los valores 
propios no perturbados. 

20. Resolver el problema sobre las oscilaciones propias de la 
cuerda cargada con una masa concentrada M colgada jen cierto punto 
interior de la cuerda, suponiendo que los extremos de ésta: 

a) están fijos rígidamente, 

b) están libres, 

c) están fijos elásticamente. 

Calcular las correcciones a los valores propios para el problema a). 

21. Hallar las oscilaciones transversales propias de una barra 
homogénea si: 

a) ambos extremos de la barra están fijos rígidamonte, 

b) ambos extremos de la barra están libres, 

c) un extremo de la barra está libre y el otro está fijo rígidamente. 

Hallar el primer término del desarrollo asintótico de las fre- 
cuencias propias. 


2. Oscilaciones propias de los volúmenes 


22. Hallar las oscilaciones propias de una membrana rectangular: 

a) con la frontera fija rígidamente, 

b) con la frontera Jibre, 

c} si dos lados opuestos están fijos y otros dos, libres, 

d) si dos lados adyacentes están fijos y otros dos, libres, 

e) con la frontera fija elásticamente, 

23. Resolver el problema 22 para la membrana circular (los 
casos a), b), 0). 

24. Determinar los valores propios y las funciones propias 
normadas para un paralelepípedo rectangular con: 

a) las condiciones de frontera de primer género, 

b) las condiciones de fronlera de segundo género, 

c} las condiciones de frontera de tercer género. 

25. Hallar las oscilaciones propias de una esfera con 

a) las condiciones de frontera de primer género, 

h) las condiciones de frontera de segundo género, 

c) las condiciones de frontera de tercer género. 

26. Resolver,el problema sobre jas oscilaciones propias de mn 
cilindro circular de longitud finita con las condiciones de frontera: 

a) de primer género, 

b) do segundo género, 

c) de tercer género. 

27. Determinar las oscilaciones propias đe una membrana que 
tiene la forma de un anillo circular a < p < b si su frontera: 
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a) está fija rígidamento, 

b) está Jibre, 

c) está fija elásticamente. 

28. Determinar las oscilaciones propias de una membrana que 
tiene la forma de un sector circular (p <a, O< p < o) si su 
frontera: 

a) está fija rígidamonte, 

b) está libre, 

c) está fija elásticamente. 

29, Hallar las oscilaciones propias de una membrana que tiene 
la forma de un sector del anillo (a <p < db, 0< p< fo): 

a) con la frontera fija rígidamente, 

b) con la frontera libre, 

c) con Ja frontera fija elásticamente. 

30. Determinar los valores propios y las funciones propias de 
un toroide de sección rectangular (a < p < b, 0 < 2< 1) para las 
condiciones de frontera: 

a) de primer género, 

b) de segundo género, 

c) de tercer género. 

31. Una membrana plana tiene la forma de un anillo con el 
radio exterior a y el radio interior e; la frontera de la membrana 
está fija rígidamente. 

Comparar ¿l primer valor propio A, de tal membrana con el 
primer valor propio A de Ja membrana circular de radio a, para cso 

a) mostrar que lím A, =A;, 


e->0 

b) calcular la corrección Al = A, — A para e pequeños. 

32. Una membrana circular de radio a está cargada con una 
masa M uniformemente distribuida sobre el círculo absolutamente 
rígido de radio e (r < e). 

Comparar los valores propios Àn de esta membrana con los valores 
propios 27 de la membrana no cargada. 

Examinar dos casos: M pequeño y M grande. Si M —> 0, entonces 
An —>2An. Si M =>00, entonces A, —Ax-1 además A, 0. 

33. Resolver el problema 31, suponiendo que la frontera exterior 
está libre. 

34. Formular el problema sobre las oscilaciones propias de un 
tambor como el problema sobre las oscilaciones de una membrana 
circular con el volumen asociado de aire. ¿Cómo depende la fre- 
cuencia principal de las dimensiones del volumen asociado {véase 
el problema 5 del cap. VI)? 

35. La membrana circular de un tambor grande tiene el radio 


rọ = 50 cm, p= 0,41 gr/cm?, 7 = 10% din/cm. 


4* 
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¿Cuál será la frecuencia principal si la membrana oscila en un 
espacio libre? La conexión de cierto volumen de aire a la membrana 
aumenta la frecuencia principal 1,45 veces, Determinar la magnitud 
del volumen asociado. 


$ 3. Propagación y radiación del sonido 


En este parágrafo se examinarán algunos problemas sobre la 
propagación, radiación y dispersión del sonido sobre los cuerpos 
sólidos que conducen a la ecuación de onda 

Au + ku =0 (k? >=> 0). (1) 

Al resolver la ecuación de la onda para un cilindro y una esfera 
aparecen las funciones esféricas Y = PH) (cos Déén Kp, Yn (0) = 
= P, (cos Y) y diferentes funciones cilíndricas. 


Para resolver los problemas exteriores para un cilindro se usan 
las funciones de Hankel: 


í 


ra a ELSA 
y l + lan para p grandes, 
E 


Hp) = | 


(5) MM. 2>0, 
2i 1 para p pequeños, 
“ln rn n=0 


en nuestro caso p = kr. La función H? (kr) satisface Ja condición 
de radiación 


lím VF (2E + iku) 0; 


ros 


que corresponde a la dependencia del tiempo de tipo e*t. Para 
resolver los problemas sobre la radiación del sonido por una esfera 
y la dispersión sobre una esfera se utilizan las funciones 


k sn (0-51) 
0 Y E E +. para p grandes, 
7 133 mri +t . .. para p pequcños 
woy m0) = 
een, .-. para p grandes 


p 
48:5 se (20 —1) pr 
i — pa trs. +: Para p pequeños. 
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En lo sucesivo utilizaremos para p pequeños la represontación 
i 


siguiente de la función w’ (p): 


LS (0)=a. e m4 o, 


donde 
_1-3... (2m—1) pam 
Cia = AT A BT 


La función E; (Mr) satisfaco la condición do radiación 


z ĝu O 
in? (+ iku) =0, 
que corresponde a la dependencia de] tiempo de tipo eiv*, 

Todas las informaciones teóricas necesarias acerca del material 
dol $ 3 se puede encontrar en e) cap. VII y también en los comple- 
mentos 1 y 1] del curso [7]. 


1. Manantial puntiforme 


36. Hallar la función del manantial para el semiespacio z > 0 
si sobre el plano z = Q la solución do la ecuación Av + kv = 0 
a) satisface ļa condición de frontera de primer género v |;=0 = Í, 


b) satisfaco la condición de segundo género E ecg =f. 


37. Hallar la función del manantial para la ecuación de la onda 
en el semiespacio y > 0 

a) para el primer problema de contorno, 

b) para el segundo problema de contorno. 

38. Calcular la energía que se irradia en el espacio libre por un 
manantial acústico puntiforme aislado que oscila según la ley armó- 
nica. Hallar también la magnitud de la impedancia acústica especí- 
fica. 

39. Un manantial acústico puntiforme está puesto en el semiespa- 
cio 2 < 0 a una distancia a de la pared absolutamente rígida z = 0. 

Hallar la radiación dol manantial, su intensidad en la zona de la 
onda y comparar con la solución del problema 38. 

40. Resolver el problema 39, considerando que el semiespacio 
está lleno de un líquido acotado por la superficie libre z = O en que 
la presión es igual a cero. Comparar con las soluciones de los proble- 
mas 38 y 39. 

41. Demostrar el principio de reciprocidad en la acústica: «Si 
en el espacio lleno de aire, parcialmente acotado por unos cuerpos 
inmóviles que se extienden a una distancia finita y parcialmente 
también no acotado, en cualquier punto M se excitan las ondas 
acústicas, entonces el potencial de velocidades generado por ellas en 
cualquier otro punto P por su magnitud y la fase coincide con aquel 
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que tuviese lugar en el punto M si en P se encontrase el manantial 
acústico» (véase Í36]). 

42. Demostrar que en un tubo cilíndrico infinito de sección 
arbitraria con las paredes absolutamente rígidas en ciertas condi- 
ciones pueden existir las ondas acústicas móviles. Hallar la veloci- 
dad de fase de las ondas móviles y calcular el flujo de energía a tra- 
vés de la sección infinitamente alejada del tubo (del guíaondas). 
Examinar los casos de las secciones rectangular y circular. 

43. Construir la función del manantial puntiforme colocado 
dentro del tubo cilíndrico de sección arbitraria para la ecuación de 
onda con las condiciones de frontera 

a) de primer género, 

b) de segundo género. 

Examinar el caso particular de la sección circular. 

44. Resolver el problema 43 para el tubo semiacotado z > 0. 

45. Construir la función del manantial puntiforme para el reso- 
nador cilíndrico 0<2<l con la sección transversal arbitraria. 
Considerar las paredes dol resonador absolutamente rígidas. 


2. Radiación de las membranas, cilindros y esferas 


46. Sea que en Ja sección z = O del tubo de sección circular exa- 
minado en el problema 42 se ha colocado una membrana que oscila 
con la velocidad v = vpeiot (el pistón). Determinar la reacción 
de la presión de las ondas acústicas sobre la membrana. 

47. Resolver el problema 46, suponiendo que la velocidad del 
pistón exitante varía según la ley 


v = v (r) é, 


donde v, (r) es una función dada, 
Examinar el caso particular 


vo (7) =44) (Er), 


donde A es una constante; um, la raíz de la ecuación Jo (p) = 0. 
Hallar Ja magnitud del vector de Umov y el valor de la impedan- 
cia acústica sobre el pistón. 
48. Sea que el cilindro de radio «4 pulsa, es decir, se comprime 
y se ensancha uniformemente según la ley armónica; su velocidad 
sobre la superficie para r = a es igual a 
. 


v oot. 


Hallar la presión, la velocidad radial del aire a una distancia grande 
del eje del cilindro y también el flujo de energía. 
49. Resolver el problema 48, suponiendo que el radio del cilindro 
nc 


és pequeño en comparación con la longitud de la onda A =T 
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es decir, 
ka <1. 


50. Un cilindro de radio a vibra, como entero, perpendicular- 
mente a su eje (en el sentido del eje x) con la velocidad vyet”!. Hallar 
la presión y las velocidades de las partículas del aire; para el caso 
ka <1 calcular la impedancia acústica específica y la potencia 
completa de radiación para una unidad de longitud. 

51. Un cilindro de radio a vibra según la ley armónica de modo 
que la velocidad sobre su superficie es igual a 


$ (p) et, 


donde f (q) es una función dada. Hallar la presión y la velocidad 
del aire, el flujo de energía (para ka pequeños, donde k = 2). 

Obtener de las fórmulas halladas las soluciones de los proble- 
mas 48—50. 

52. El centro de una esfera de radio a oscila en el sentido del 
eje polar con la velocidad vye'*, Sia <A (ka 1), A es la longitud 
de la onda, entonces tal radiador acústico en forma de pequeña 
esfera oscilante se llama dipolo acústico. Hallar el flujo de energía 
y la potencia completa que irradia el dipolo acústico. 

53. La superficie de una esfera de dimensiones finitas oscila 
según la ley acústica f (0) eiv!, Hallar la reacción completa del 


medio sobre la esfera para ka < 1, donde k = 2. Considerar el caso 


2n* 
particular 
1 (0) = va. 


54. Investigar el campo acústico de un pistón insertado al ras 
con la superficie de una esfera y capaz de oscilar sin rozamiento. 
La distribución de las velocidados sobre la esfera al existir tal pistón 
se puede representar del modo siguiente: 


6 e para 0<0<0,, 
pjs 0 paa <en. 


Examinar el caso de un 0, pequeño. Dar la expresión de la presión 
para las frecuencias bajas. 

55. La superficie de una esfera vibra de modo que la componente 
radial de Ja velocidad sobre la superficie es igual a 


Va = + (1 +3 cos 20) etot, 


Tal manantial acústico se llama radiador de segundo orden o manan- 
tial cuadrípolo. Calcular la intensidad y la potencia de su radiación. 
Trazar el diagrama polar de la intensidad de la radiación. lxaminar 
el caso de las ondas largas. 
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56. Una placa circular sólida vibra según la ley armónica en el 
hueco circular igual por su área a ésta y recortado en la placa plana 
sólida que se extiende al infinito. Hallar la presión y la velocidad 
de las partículas del aire y la potencia de la radiación. 

57. Hallar la reacción del campo acústico sobre la placa, exami- 
nada en el problema 56. Examinar el caso particular cuando el 
radio del pistón es pequeño en comparación con la longitud de la 
onda (ka < 1). 

58. Resolver el problema 56 si sobre la superficie del pistón 
(de la placa) la velocidad es variable: 


v=f(r) 


(pistón «no rígido»). Limitarse a la representación de la solución 
en la zona de la onda. 


3. Difracción sobre el cilindro y la esfera 


59, La onda plana acústica se propaga en una dirección perpendi- 
cular al eje del cilindro rígido infinito de radio a. Hallar la onda 
dispersa. Examinar los casos de las distancias pequeñas y grandes 
desde el cilindro. 

60. Basándose en la solución del problema 59, calcular la inten- 
sidad de la onda dispersa y también investigar Ja dependencia de la 
característica de la directividad de la onda dispersa con respecto 
a la longitud de la onda. 

61, Calcular la potencia total en la onda del sonido dispersa 
sobre una unidad de longitud del cilindro para los casos límites de 
las ondas cortas y largas (véase el problema 59). Hallar la fuerza 
que actúa sobre el cilindro. 

62. Construir la solución del problema sobre la dispersión de la 
onda plana del sonido sobre el obstáculo esférico. 

63. Utilizando la solución del problema 62, calcular la intensi- 
dad de la onda dispersa y la potencia dispersa total para el caso 


ka & 1, 
donde k =%4=2 , A, la longitud de la onda, a, el radio de la 


esfora. 

Calcular la fuerza que actúa sobre la esfera. 

64. Resolver el problema sobre la dispersión de una onda plana 
sobre la esfera de radio p = a, si la esfera está completamente libre 
y se mueve bajo la acción del aire. 

65. Resolver el problema sobre el movimiento de la esfera de 
radio a bajo la acción de la onda plana incidente si la esfera está 
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fija elásticamente, es decir, la fuerza de retorno es igual a 
X = —M o$, 


donde Ẹ es la coordenada del centro de la esfera; M, la masa de la 


esfera. 
Despreciar ei rozamiento del aire. 


§ 4. Oscilaciones electromagnéticas estables 


1. Ecuaciones de Maxwell. Potenciales, 
Fórmulas vectoriales de Green—Ostrogradski 


66. Escribir las ecuaciones de Maxwell en el sistema curvilíneo 
ortogonal de coordenadas (%,, £2, £3), en que el cuadrado del ele- 
mento de longitud se da por la fórmula 

ds = hi dai + hide + hida, 
donde %,, hy, hz son los coeficientes métricos. 
67. Demostrar que la solución de las ecuaciones de Maxwell 


rotH =t A y, divB=0, B = uH (p = const), 
rot E = -2 T > divD=4:xp, D=EeE (e= const) 


puede representarse de la forma 
B=rot A, E=—grad 9-2 2, 


donde Á es el potencial vectorial, q, el potencia)¡escalar relacionados 
entre sí por la condición de Lorentz 


i ep ôe 
div A+ n 


y que satisface las ecuaciones 


1 2 
Ap- ji A Pe E 
1 PA AN: -o 
E 


Aquí AA es cl operador de Laplace que actúa sobre las componentes 
curvilíneas del vector Á. 

Hallar la expresión de AA en las coordenadas curvilíneas ortogo- 
nales. Demostrar que para p = 0, j = 0, las ecuaciones de Maxwell 
admiten la solución de la forma 


D=rot A’, H= —grad a — oa 


ut > 





donde A* y q” son los llamados antipotenciales. 
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Examinar el caso cuando la dependencia del tiempo es de la 
forma eviot, 

68. Introducir los potenciales escalar y vectorial para las ecuacio- 
nos de Maxwell en un medio conductor homogéneo. 

69. Introducir el potencial polarizado ZZ (el vector eléctrico de 
Hertz) para las ecuaciones de Maxwell en el vacío, utilizando las 
relaciones 

i ôT a 
A= T ' p= — div H 
donde A es el potencial vectorial; , el potencial escalar. 

Examinar el caso cuando la dependencia del tiempo es de la 
forma eziot Análogamente, introducir el vector magnético de 
Hertz JT’. Determinar los vectores de Hertz en un medio conductor. 


70. Si los coeficiente métricos satisfacen laş condiciones h, = 1, 
= E) = 0 y el campo electromagnético en el vacío depende del 
1 3 


tiempo como e7í0t, entonces el campo se puede representar mediante 
dos funciones escalares U y U” (las funciones de Borguins). 
a) para el campo de tipo eléctrico (H, = 0) tenemos: 


O O A a E 
E= WU + q v = ha dx, 0x3* “3” ha ar (e =)> 
ik ðU ik öU 
H,=0, E "Ea 
h) para el campo de tipo magnético (E,=0) tenemos: 

7 ı_ tk aU’ añ aR 00 
E,=0, E dxg ? E= Ta Ôx,’ 
EE T EN a RI LO a E 
H,=1%0" 4 da ' H,= hy 9x, 0x7 ” H= 0x3 0x3 ” 


donde U y U’ son las funciones que satisfacen la ecuación 


PU 1 f 0 /hs 0U 0 (hz 06 7 
A O e m) TO=: 

Demostrar esta afirmación. 

Examinar después los sistemas esférico y cilíndrico de coordena- 
das. Demostrar que en e) sistema cilíndrico de coordenadas la fun- 
ción U coincide con la componente z del vector de Hertz 1I = 
= (0, 0, U). f 

71. Introducir las funciones U y U” para el campo electromagné- 
tico en un medio conductor cuyos parámetros son e, 4, © (conducti- 
bilidad). 

72. La esfera de radio «4 con conductibilidad o, y constante 
dieléctrica e,, está colocada en un medio no acotado de conductibi- 
lidad 0, y constante dieléctrica ez. Introduciendo las funciones U 
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y U', formular para ellas las condiciones de frontera sobre la super- 
ficie de la esfera. 

73. Demostrar la validez del vectorial análogo de la segunda 
fórmula de Green 


j (W rot rot U —U rot rot W) dt = f ([U rot W]—[W rot U]} n do, 


donde V = U (x, y, 2), W = W (z, y, z) son funciones arbitrarias 
suficientemente suaves; T, cierto volumen acotado por la superfi- 
cie D; n, el vector unitario de la normal a la superficie 2, 

74. Demostrar la validez del vectorial análogo de la fórmula 
principal de Green 


U (M)=U (x, y, 2)= 
=4 | (o (x0t rot U —1%U) +grad q div U) drp— 
7 


— = f £(n rot U] ọ + [[RU] grad p] -+ (nU) grad p} dop, 
E 


donde U es un vector arbitrario, 
elkr 


p=, r=V (unae, 


la distancia entre los puntos M (x, y, z) y P (Ẹ, m, $) 

75. Utilizando la fórmula vectorial principal de Green obtenida 
en el problema anterior, directamente, sin introducir los potenciales, 
escribir las expresiones de E y H que son las soluciones de las ecua- 
ciones de Maxwell 


rtH=—ikEy E j, 1 =2, k=koV ep 
rot E =ikyuHo, divH=0, div E =% 


en los puntos interiores de cierta región T mediante sus valores sobre 
la superficie È} que acota el volumen T. 


2. Propagación de las ondas electromagnéfticas 
y de las oscilaciones en los resonadores 


76. Aclarar la posibilidad de la propagación de las ondas electro- 
magnéticas a lo largo de un cilindro circular infinitamente largo, 
cuya conductibilidad es infinitamente grande. La conductibilidad 
del medio ambiente o es finita. 

77. Resolver el problema anterior, suponiendo que la conducti- 
bilidad del cilindro es finita e igual a 0. 
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78. Demostrar que dentro de un tubo cilíndrico, hueco e infinito 
(el guíaondas) de sección arbitraria, con paredes idealmente con- 
ductoras, puede existir un número finito de ondas electromagnéticas 
móviles. Hallar la expresión de la velocidad de fase y el flujo de 
energía de la onda móvil en el guíaondas. 

79, Demostrar la existencia de ondas electromagneticas co- 
rrientes dentro de una cavidad limitada por dos suporficies cilín- 
dricas coaxiles p=4 y p=b. Considerar la pared del coaxil 
idealmente conductora. 

Calcular el flujo de energía y escribir la expresión para las com- 
ponentes del campo para la onda principal que corresponde a la 
longitud mayor de onda. 

O. Hallar las frecuencias propias y los campos electromagnéticos 
correspondientes de un resonador esférico con paredes idealmente 
conductoras. Calcular la energía media por el período en Ja onda fija. 

81. Hallar las oscilaciones electromagnéticas propias del resona- 
dor cilíndrico que es un «segmento» del guíaondas radioeléctrico 
cilíndrico de sección arbitraria con paredes idealmente conductoras. 
Calcular Ja energía media por el período en la onda fija. Examinar 
los casos particulares de los resonadores 

a) de sección rectangular, 

hb) de sección circular. 

82. Determinar las frecuencias propias de las oscilaciones electro- 
magnéticas dentro del resonador toroidal de sección rectangular, 
considerando que las paredes son igualmente conductoras. 

83. Difracción sobre el cilindro. Una onda electromagnética plana 
cae sobre un conductor cilíndrico circular infinito, cuyo eje es per- 
pendicular a la dirección de la propagación de la onda. Hallar el 
campo de difracción, considerando que el cilindro es conductor. 
El cilindro tiene capa dieléctrica con constante dieléctrica e, y con- 
ductibilidad igual a cero, Examinar el caso del cilindro idealmente 
conductor. Suponiendo que el radio del cilindro a es pequeño en com- 
paración con la longitud de onda incidente (ka Kli k= 2) , calcu- 
lar la potencia dispersa total. 

84. Difracción sobre la esfera idealmente conductora, Examinar 
el problema sobre la dispersión de una onda clectromagnética plana 
sobre la esfera idealmente conductora. Hallar el campo electro- 
magnético. 

85. Difracción sobre la esfera conductora. Una onda clectromagné- 
tica plana que se propaga en un medio con los parámetros € = £j, 
o = 0, p = 1, encuentra en su camino una esfera conductora de 
radio a, con parámetros £ = €), H = Pa, 0 = 0, Æ Q. 

Hallar el campo electromagnético dentro y fuera de la esfera 
(el problema de Mie) acerca de la difracción sobre una esfera). 
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3. Radiación de las ondas electromagnéticas 


86. Hallar el campo de radiación de un dipolo eléctrico infini- 
tésimo que se encuentra en un espacio no conductor infinito. Calcular 
la potencia media por el período de radiación. 

87. Resolver el problema anterior, utilizando la representación 
de las componentes del campo electromagnético mediante las fun- 
ciones de Borguins en el sistema de coordenadas esféricas 


_ eu _A ev PE. &U 
E = GEVP BE Es = Fand ara? 
ik dU ik ðU 
H,=0, A Hy==>+ 30 > 
donde la función U satisface la ecuación 
eu 1 d 1 &U 


au 
Str o (500 7) + ra za + PU 0, 
de modo que la función u=L satisface la ecuación 


Au k?u= 0. 


88. En el centro de un resonador esférico con paredes idealmente 
conductoras, hay un dipolo eléctrico infinitésimo dirigido según el 
radio. 

Determinar el campo electromagnético generado por el dipolo 
dentro del resonador. 

89. Una esfora conductora homogénea de radio a con las constan- 
tes 8s, Mz, Oy está puesta en un medio con otras constantes físicas 
€1, Hı 91. En el centro de la esfera se encuentra el dipolo eléctrico 
que oscila según la ley armónica e7i0t, Calcular el campo dentro 
de la esfera, la potencia media por el periodo de radiación y examinar 
el caso límite 0, >-00. Estudiar el caso particular cuando 4 —> 00. 

90. Las paredes de un resonador esférico están hechas de un 
material conductor homogéneo que posee una conductibilidad o. 
Sean r = a y r = b, los radios de las paredes del resonador. En el 
centro del resonador hay un dipolo eléctrico que oscila según la 
ley armónica e~™®t, Hallar las oscilaciones electromagnéticas impul- 
Clai N resonador, considerando la región r> b no conductora 
el aire). 

Examinar los casos límites, cuando b ->œ y b —>a. 

91. Dentro de una esfera de radio a hay un dipolo eléctrico orien- 
tado según el radio y separado del centro de la esfera por la distancia 
r = r'. Determinar el campo electromagnético de radiación dentro 
de la esfera, suponiendo que ésta se halla rodeada por un medio 
homogéneo que posee una conductibilidad finita ø. Examinar el 
caso límite cuando o => oo. 


o 
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Considerar los casos particulares: el radio de la esfera es pequeño 
en comparación con la longitud de onda y a —>o00. 

92. Antena eléctrica vertical sobre la tierra esférica. Hallar el 
campo electromagnético generado por la antena eléctrica que se 
encuentra sobre la tierra y que se considera como una esfera cuyo 
radio a tiene conductibilidad finita yu y constante dieléctrica e. 
Considerar la antena como un dipolo elemental que efectúa oscila- 
ciones armónicas a lo largo de la dirección del diámetro de la tierra. 
ie: aia la atmósfera homogénea y no conductora (€ = u = 1, 
c = 0). 

93. Antena vertical sobre la lierra esférica. Resolver el problema 
anterior (92), considerando que la antena se encuentra sobre la 
superficie terrestre y está dirigida según la normal a ella. 


4. Antena sobre la tierra plana 


En los problemas 94-—101 se examina la propagación de las 
ondas radiadas por antenas que se encuentran sobre la superficie te- 
rrestre. Con esto supondremos que la tierra es plana, homogénea 
y conductora (a veces idealmente conductora, otras, poseedora de 
conductibilidad finita); consideraremos la antena como un dipolo 
cuyo momento varía periódicamente en el tiempo con una frecuencia 
o: p = pyeri9t, para simplificidad supondremos | po | = 4. 

Los problemas 94—97 tienen el carácter de planteamiento, aquí 
se debe introducir el vector de Hertz y plantear para sus componen- 
tes distintas de cero el problema de contorno. 

Para resolver los problemas 98—101 se debe realizar el cálculo 
del campo electromagnético radiado por la antena y también la 
potencia media por el período de radiación. 

Aquí para el método de resolución es esencial el desarrollo en 
la integral de Fourier — Bessel con la utilización de la integral 
de Sommerfeld 


œ 


ihn H adh Joa 
T= $ Jo (Ar) e- VEHI] TF $ R=V Pz. 


AC 


0 


94. Antena eléctrica vertical. Sobre la superficie plana de la 
tierra que llena el semiespacio z< 0 hay una antena eléctrica vertical 
dirigida a lo largo del eje z. 

Introducir el vector de Hertz y formular para él las condiciones 
de frontera sobre la superficio terrestre, distinguiendo también la 
singularidad en e] manantial. Considerar p = 1. 

95. Antena magnética vertical. Sobre la superficie terrestro z = O 
hay una antena magnética vertical (cuadro horizontal). 

Resolver el problema de contorno para el correspondiente vector 
de Hertz si la tierra 'posce conductibilidad finita, 
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96. Antena eléctrica horizontal. Resolver el problema de contorno 
para la antena horizontal situada sobre la superficie terrestre, con 
conductibilidad finita. 

97. Antena magnética horizontal. Un dipolo magnético elemental 
situado sobre la superficie terrestre z = Q está orientado a lo largo 
del eje y, es decir, el cuadro con corriente se encuentra en el plano 22. 
Formular el correspondiente problema de contorno para ol vector 
de Hertz, considerando que la tierra es conductora. 

98. Hallar el] campo electromagnético de radiación de una antena 
eléctrica vertical sobre la superficie terrestre plana (voase el pro- 
blema 94). Calcular el flujo de energía de radiación, considerando 
p = f. Examinar los casos cuando la tierra es conductora ideal y 
cuando se sustituye por el aire. 

99, Determinar el campo radiado por la antena magnética verti- 
cal que se encuentra sobre la tierra plana (véase el problema 95). 

100. Resolver el problema sobre la propagación de las ondas 
radiadas por una antena eléctrica horizontal que se encuentra sobre 
la superficie terrestre (véase el problema 96). 

101. Hallar el campo electromagnético generado por una antena 
magnética horizontal situada sobre la superficie terrestre plana 
(véase el problema 97). 

102. Un dipolo eléctrico vertical está situado en el punto z = zp, 
r = Q del medio 7, con constante de propagación igual a kı. Èl medio 
2 tiene forma de la plancha plana paralela con constante de propaga- 
ción kə y fronteras z = a < zp, y z = 0. El semiespacio 2 < 0 es 
idealmente conductor. 

Pallar el potencial polarizado del campo secundario Tuc. 

103. Hallar ol campo electromagnético excitado por la corriente 
A A en un espacio no acotado y calcular el campo en la zona de 
onda. 

Detorminar la resistencia de radiación. 

104. Determinar la resistencia de radiación del dipolo semiondu- 
lar en un espacio no acotado y también la parte reactiva de la resisten- 
cia de entrada (reactancia) del dipolo semiondular. 

105. Dentro del guíaondas cilíndrico examinado en el problema 78 
hay un dipolo puntiforme paralelo al eje del guíaondas y de vibra- 
ción armónica según la ley e-iv*, 

Hallar el flujo de energía medio radiada en el período por el 
dipolo. Calcular la resistencia de radiación. Buscar Ja solución para 
un guíaondas de sección arbitraria y después examinar el guíaondas 
de sección circular, suponiendo que el dipolo se encuentra sobre 
el eje del guíaondas. 

06. Hallar la expresión para el campo electromagnético dentro 
dol guíaondas, excitado por una corriente lineal de longitud 2? 
paralela al eje del guíaondas y calcular el flujo do energía a través 
de la sección transversal del tubo para el caso particular del dipolo 


www. FreeLibros.com 


480 Planteamiento de los problemas 


semiondular situado sobre el eje del guíaondas radioeléctrico de 
sección circular. Hallar las componentes activa y reactiva de la 
resistencia de entrada. Resolver el problema con la aproximación 
de las corrientes dadas, despreciando la influencia del campo secun- 
dario sobre la distribución de la corriente en el dipolo. 

107. Utilizar la solución del problema 106 para la búsqueda de la 
resistencia de radiación y de reactancia del dipolo semiondular 
situado sobre el eje del guíaondas de sección circular y dirigido a lo 
Jargo de este eje. 

108. Calcular el campo excitado dentro del guíaondas radio- 
eléctrico con paredes idealmente conductoras por el dipolo eléctrico 
perpendicular al eje del guíaondas y paralelo a uno de los lados 
de la sección perpendicular; hallar la resistencia de radiación para: 

a) el dipolo infinitésimo, 

b) el dipolo semiondular. 


www. FreeLibros.com 


Capítulo Y 


ECUACIONES DE TIPO PARABÓLICO 


S 1. Problemas físicos que se reducen 
a ecuaciones de tipo parabólico; 
planteamiento de los problemas de contorno 


1. Para la temperatura del líquido en el caso no estacionario tenemos 


du _ 77)» du 
ezz? 


Pu, u 
+= (att 
=% <r, y < +o, 0<z2zt<-+o, (1) 
a? es el coeficiente de termodifusividad; 
ðu 
kme (u—f) para z=0, (2) 


donde f (z, y, t) es la temperatura del plano z = 0; 
u l= = P 8 n z), ~œ <r, y < -Ho OHH (8) 


en el caso estacionario (con la conductibilidad térmica edespreciablemente pe- 
queña» en el sentido del eje x) 
e (Zey ie 
Ox vo NOy? ar 
du 


d -gz =A ue fo) paza 2=0, {2} 


=o <y <o, 0<z, 2<+400, (1) 


donde fọ (z, y) es la temperatura del plano z = 0, 
u |x=0 = Po (Y, z), —œ <y < +o, 0<z< +o. (3) 


2. Para la concentración de la sustancia que se difunde en el medio móvil, 

e llena el semiespacio z > 0 y se mueve con velocidad constante en el sentido 

el eje z, con la condición de que el plano z = 0 es impermeable, en el caso no 
estacionario tenemos: 


du Pu, Pu, Pu du 
A a a 
=o <z, yato, 0<z, t<+o, (1) 
ĝu 
7 =0 para z=0, (2) 


D es el coeficiente de la difusión; 
en el caso estacionario (con las condiciones del problema) 


ĝu D f 8u Pu š 
esa (tor): =% <y <t, Oxz 2<-po,  (1') 
ĝu , 

35 =0 para 2=0, (25) 

Ulemo=Q (Y, Y), —o<y<+o, 0<z2<-+po. (39 


5-0942 
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du du , %u , 0% 
3.2) ¿=D (a+ +47) bu, p>o0, 
Ir, y Zo, 0<i<¿4+o, (i) 
u li=0=9 (T, Y, z), 0<, y, z<7%, (2) 
y Ou ĝu , ĝu | u 
o lr yo, 0<t<+o, (15 
ulipe p a), o Ln y, <H oo. (2) 
a E E ( PE, PE, PE 
"CE Ra Vd 0 ôa j’ a (1) 
òH c Hu, en, H , 
Trum atata) tH, t 


donde E y H son los vectores de las intensidades eléctrica y magnética 
c, la velocidad de la luz en el vacío; p, la permeabilidad magnética; o, la 
conductibilidad, 


E li=o=Qu(x, y, 2 + je (2. y, 2) +kQ3 (2, y, 2), 1 (2) 
Mli=o= bh (2, y, 2) + pa lr. y + ka (a, y, 2), (2') 


donde ¿, f, k son los vectores unitarios según los ejes z, y, 2 Y Qu Po? Pp 
Yi Pa Pa funciones dadas. 
Indicación. Examinemos el sistema de ecuaciones de Maxwell 


— 0 XX, y, 2400 


10D, ån 
PE A (3) 
1 ðB 
rot E = — >- 9 (4) 
divB=0, (5) 
divD=0, (6) 


eserita en el supuesto de que en la región examinada no existen cargas volu- 
métricas ni fuerzas electromotrices ajenas. 
Utilizando así llamadas ecuaciones materiales del campo 


D=eE, B=ywH, j¡=00E (7) 

y la condición de la constancia do e, p, o, y despreciando las corrientes 

de despluzamiento Iy” comparación con las corrientes de la conducción 
ir jo Se, E, obtenemos las ecuaciones 

rot E= = A 5 (8) 

rot H HL E. (9) 


Si de ambos miembros de la ecuación (8) tomamos rot y utilizamos la igualdad 
conocida del análisis vectorial 


rot rota = grad div a — div grad a, 
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entonces, mediante Jas ecuaciones (0), 0 y (9) se puede obtener la ecuación (1). 
Análogamente se logra la ecuación (1'). 
ĝu ou 0%u Pu 
a E 
0<72<! —o<yz<+o, 0<t<-+o, (1) 
Aug (0, y, 2, t) = hu (0, y, z, 1) = 0, Aux (l, y, z, t) + hu (l, y, z, t) = 0, (2) 
u (T, y, z, 0) = f (z, y, 3), 


donde les el espesor de la placa; A, el coeficiente de la conductibilidad térmica, 
Si la temperatura varía despreciablemente poco según el espesor, entonces 


u=u (y, 2, £) 


> 02 
y Ena (E) ocn acto 0<t<4o, (9 
h == — 

1 TPI , 

donde p; es la masa de la unidad del área de la placa. 
ôu 10 du 
cr rr)» 
STS OSEKA, 0<t<+o, (1) 
Au, (ra Pr 1) — h lu (a P d U(0)=0, 0O<t<+o,  () 
Muy (fa 9, 1) h lu (ra p DR 0< t< Ho, e”) 


aop ED =h [2m roe (ris Q 049], 0O<t<+o, (2%) 


donde U p E c* son la temperatura, Ja aeg ea mi yel paia penes 
del líquido dentro del tubo., u (», p, 0)=f (r 5e 

7. Para determinar la velocidad v (r, y A las parties as dl hulio) 
v la velocidad angular w {t) del cilindro obtenemos el A fprobl ema de contorno 


dv öv i && v 
Y FAR) srao, Octa+, (1) 
Ol pp =700 (1), v+0 para rojo 0<t<+o, (2) 
K Lo e M+2arjpy +2)... (3) 
` 


Indicación. En las coordenadas cilíndricas 
4) Las ecuaciones del movimiento del líquido viscoso incompresible 
son 


a ô ĝ or v _ 
Feto e ape L a a -oE 
1 Pl dv, 1 0%, , 0%, 1 Lor. 2 Oy vr 
= rH ONEN wt aa tF =r 


*) v (r, t) = » lr, €); véase la indicación a este problema. 
pa 
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04 009 , Yo O up | VeVa 

A A PA o 
_ dp, [0 i wp , ôg , 1 dv, 2 ôv v 
nn e i rE LE Ea aN L 


uz _ 007 , Vo 00% vz 
E E E L 











A Ip d%, 1 0%, , 0%, 1 00y, 
== k tam rr e): 


2) la ecuación do continuidad es 
Di 1 2 


Óvy 
ôr r ôp 


dz 


+ 


D 
+20, 


donde v,, Vo, vz Bon los vectores componentes de la velocidad en el sentido de los 
vectores unitarios de las coordenadas del sistema cilíndrico; 
3) las componentes del tensor de las tensiones son 








0v— z a fvr vi Pvy _ Jo 
0.= pl E Try »{ r op © ôr 2), 
A í 009 , Ur T ( vo , 41 00, 
ap 8 ( r dp 'r J tamti a y op ) $ 
= 0vz a, 0v; , dur 
02=—p+2v ds? Tar ="V ( En + En ) . 


Las componentes del tensor de las tensiones en las coordenadas cilíndricas se 
determinan análogamente a como se hace en las coordenadas cartesianas al 
deducir la ecuación del movimiento del medio elástico en el problema 11 del 
$ 1 del cap. VI. 

8. Resolución. Colocamos el origen de las coordenadas sobre la base imper- 
meable y dirigimos el eje + verticalmente hacia arriba. Sea que en las proyec- 
ciones sobre los ejes de las coordenadas los vectores f, V, U se escriben en la 
forma f = Ya Íy fa, Y = (Vx Vos Vz} U = {u, v, w}. Entonces la ecuación 
del goym ento de las partículas de 1ás aguas subterráneas se puede escribir 
en la forma 





Wye 0óp dVy _ 
P dt AGREE dx + 20fx%, e dl mg 
=D Wi 2 a 
=—-5y tein P ~i ~ pr T elep 


dende p es la presión en Jas aguas subterráneas. Despreciando (en virtud del 
supuesto 2) de la enunciación del problema), las fuerzas de inercia, y utilizando 


j= -40 obtenemos de estas ecuaciones las ecuaciones aproximadas 


=k 2P k p += 1 êp 
e y E O 


quo se pueden escribir en forma vectorial del modo siguiente: 


U=—kgrad A, (2) 
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donde 





Ma, y, 2 0= Eds (3) 


Po a Ja prepisi sobre la superficie libre de las aguas subterráneas (que no depen- 
e de z, y, 2). 

Sea que p, significa la presión hidrostática en el punto que está a la altura z 
por encima de la base impermeable, y z =! Ho (z, y, t) es la ecuación de la 
superficie libre de las aguas subterráneas; entonces para la presión hidrostática 
obtenemos la expresión siguiente: 


Pi — Po= 80 Ho (7, y, 1) —2l, 0 Sz Ho (z, y 0, 
es decir, 


A +2 =llole, Y, t). (4) 


De (3) y (4) hallamos para la presión excesiva la expresión siguiente: 





PR =H (2, y, 23, 0H, (a, y, t)- (5) 


q virtud del supuesto 1) de la enunciación del problema de (2), (3) y (5) se 
educe; 


e Ho A 
A (6) 


es decir, las partículas de las aguas subterráneas situadas sobre una vertical 
tienen velocidades horizontales iguales. 

Examinando el prisma vertical fino con la base AzAy y la altura H, (z, y, t) 
y utilizando la relación (6), la ecuación de continuidad se puede escribir en la 
orma 

2H ESA y, 2E) l y 2E 
dm = (2 Oz + (2, dy ))- mM 

Si la capa del suelo y la capa de las aguas subterráneas encima de la base imper- 
meable se extiende «infinitamente», entoncos el problema de contorno para deter- 
minar el movimiento de la superficie libre de las aguas subterráueas se puede 
formular del modo siguiente: 


e (e (ma) + 





ôt m ĝz 


0 â Ha 
r (1 Jy )}, =% <r, y < +o, 0<t<++0) (8 





H, (z, y, 0 = Ẹ (z, y) =œ <r, y< -Ho (9) 


Observación. Frecuentemente de la ecuación no lineal (7) se pasa a la ecua- 
ción Jineal 


Ole ¿(8H , Oo 2_ kho i 
o (A) a a 


sustituyendo el factor Ha entre las paréntesis que están en el segundo miembro 
de la ecuación (7) por la altura medía hy = const de la superficie libre de las 
aguas subterráneas. 
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$ 2. El método de separación de variables 


4. Problemas de contorno que no exigen la utilización 
de las tunciones especiales 


4) Medios homogéneos 
9. La solución del problema de contorno 
ma o = y LIL, 0<y<!l, 0<2<ly, 
0< tHo, 
u |x= u |y= =U |y= — u |y= = k |z=0 = u lhm 0KO, 
ü ft=0= f (t, Y 3) 0<z<t, 0<y<h, 0<r< la 








es 
+o k? mt n* 
AMAR 1 ; knz.. 
ulz, yon = Jy Anmane ob sen —=X 
k, m, n=1 x 
mny nnz 
x sen son š 

la la 

donde 


ti l; ta 


. 8 
Arima E paa | Em ax 
bilala j 
t 0 
y sen AMÉ son HO son È ar, 
4 la la 
30. ulz, y, 3, )= 
aine 
+os qe [(2x+1)+(2m+1)3+(22+1)*] £ 
=( Ey ES x 
Na ) o > KE +1) ou +1) (2n + 1) 
k, m, n=0 
* sen [keia IZ son parim TY son Gaty +2 AA 


En el centro del cubo 
ERARIO, 


+ 
1 l i 4 13 e p 3 
a E Sy pa Ca a == 
lí T 2) NA pe + 
k= 
Para todos los ż que satisfacen la desigualdad 


> A E 
tal Ema 1” des 


(1) 
(2) 
(3) 


4) 


(5) 


(4) 


2) 


(3) 


£ ~e 6 e 
donde 2 es menor que el mínimo de los números 1 y -7, enel centro del cubo 


9 


a ciencia cierta tendrá lugar el régimen regular con la exactitud relativa 8. 
Indicación. Indicamos con « el primer término de la serie que está entre las 
Maves de la igualdad (2) y por S la suma de todos sus términos restantes. Para 
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todos los t que satisfacen la desigualdad (3) se tendrá*): 

Ss A 

q | <s (4) 


dado quee <4 y e< Fo resulta: 


ell 


es decir, en el centro del cubo tendrá lugar el régimen regular con la exac- 
titud relativa e. 


11. La solución del problema de contorno 





S a 
)<o 7] <s (5) 


2 ge 
ma (A => > Ocr<lin Oy <ir 


($ hu) x=0 =( 5 hu) 


0<12<h, LITA, (1) 


Sehu) | b5 
a=!, le Mis" 














ôu du u 
79) 5) (570), 0 05140 


2) 
uiz, y, z3, Q=], yp a) 0<r<i 0<y<th 0<:2<lg 13) 


es 
ER ar Mim Av) 
ult. Y, 2, 8)= y ÁAk.m.nt Xi Yn Win), (4) 
k, m, n=1 
donde 


l dats 
Shåumva | Y | fm, y, 2) Xa 42) Y m W) Zn (2) dz dy dz 
Ahim. n= ay 


AAA 5 
[la AR- 22) 42%) [ah +4) 42%) > [la (144404241 2? hn 


his Azs etes Bis Her eee) Yrs Vas -+e SON respectivamente las raices positivas 
de las ecuaciones 


E FA h A 
gt=z (o), cel 


—_A a E e A 
Ha)» te ( +), 0 
Xx (2) =c085 ¿yz + sonar, Ym(y)=C03 mol Sen hny, 
k Em 


Zn (2) =c0s y E sen Vni. (7) 
Vrn 





* Vara más detalles vease enel cap. IU, §2, ta respuesta al problema 22. 
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En particular, si f(x, y, 2) =1, =consl, entonces 


+00 
ulz, y, z, t)=4%0, Xi que tm tin! x 
Rh,m,n=0 
X okar (T) Yamar Wi Zn (2) (8) 
a Oire TAHA] [1 (Um +4 20]- [la (Vin 41?) 42%] * 
z 1 h 
Indicación. Las raíces åp de la ecuación ctg this (+ — +) satisfa- 
cen las desigualdades O< iii <n, n< Aal LÊN, 21 < ial CIN, -y EB 
decir las desigualdades 
Aail n hol hal 3n , 
Ss F< FUER) REA e (0 
es as Ad $ pe 
Sustituyendo 21 en la ecuación ctg h=- (F-+) , escribimos el resul- 
tado en la forma 
h ¿Ae 
24h An h 
= = = — 0 
tg åri, IA — (10) 
E TE 
En virtud de (0) gêr >0 para k impar y es menor que cero para k par. 
Pero 
2 tg £ 
2 
a 
1—tg p 


por eso de (10) se deduce que 


=— para k impar, 
sr aS i 
E S Àk 
— rara k par. 


Por consiguiente, 
tr 4 h 
j Xx (1) dr = Era [ sen Akli Par 1 —cos daba) | = 


7. => Akli Za han a 
=>3 ¿sen 05 4 y —— ]= 


AR 
tg hata O para k par, 
2 2 [1+ high ]= ón 
a e e uu RET Ar 7R |9 = para k impar, 
An 14eg iha 5 AA 
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la h 
Análogamente se calculan ES (y) dy, [Zn (2) dz. 


Ú d 

Observación. Si el paralelepípedo en el momento inicial de tiempo está 
calentado uniformemente (es decir, f (x, y, 2) = Uo = const), entonces, evi- 
dentemente, la distribución de la temperatura en él será simétrica con respecto 
a los planos z = 3 y= la ,2= da , por eso se puede limitarse a determinar 
la temperatura en uno de los ocho paralelepípedos en que estos planos parten 
el paralelepípedo inicial, 

12. La temperatura en el centro del cubo —1< z, y, 2 < 1 es igual a 


a y? 
+09 V + 


at nd 
U=8U4t] Y) e Ca) > e 


k=0 





dondo Ay, Az Az, ».- SOn las raíces positivas de la ecuación 


y A o 
tgA=>, e (2 


Para todas las magnitudes de tiempo t que satisfacen la desigualdad 
2 END 
+ t Pd 
psina 1 in) AYER A q 14 (52) 
A. (A) (hhl (Ro)? y 1+ (+Y ? 
ES hi) = 
(3) 


dende e es el mínimo de Jos números 1 y 7 , en el centro del cubo a ciencia cier- 
ta tendrá lugar el régimen regular con la exactitud relativa e. 

Indicación. A fin de obtener la expresión (1) para la temperatura en el centro 
del cubo —} < z, y, z Sł es suficiente, de acuerdo con la observación al 
problema anterior, con hallar primero la temperatura de la parte 0 < x, y, 1 <! 
do este cubo, considerando que los planos z = 0, y = 0, z = 0 son termoaisla- 

os. 

Sobre la determinación del momento desde que, a ciencia cierta, tendrá 
lugar el régimen regular con Ja exactitud relativa e > 0 véase la tespuesta yla 
indicación al problema 10 de este capítulo y la respuesta y la indicación al 
problema 29 del cap. III. 

13. La solución del problema de contorno 


2 2 2, 
Ei (+3) 0<12<+owo, 0<y<t,. 0<z<lo a) 








vi 
du ĝu ĝu ĝu 
a = | — = | —— =| — =0, 
E 2), (5 la, (5 hu) z=0 ( 3 +u) pi 
O<zr<-+<o, (2) 
Uly=o=U9 0<y<h 0<21<l, (3) 
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es: 
+0 
u (x, y, 3)=16U4 J) 


m n=) 


or > a 
“xq Ma Vin ds 
e 


h h 
(cos Ham Y + —— sen Hamat} (cos Van+12- —— sen vanu2) 
2741 Vanel 


x e 
[i Hms HAA 2A] la (Vina tH R*+ 2A) 

donde pti, Uas a5 Vis Var -.- SOn respectivamente las soluciones do tas ecua- 
ciones 


ctg hu =- (+-->) , ctg iw=5 (+-->) 


Indicación. Véase la indicación ul problema 11. 


14. a) lor =en/ E y 


b) el proceso de carácter de avalancha de la multiplicación de las par- 
tículos tendrá lugar pera cualquior dimensión del cubo; 


F 





c) ler. = Y $ a T i) S 


P > 83a?hk?;, el proceso de carácter de avalancha serå para cual quier dimensión, 
si P<3atn?% B esel coeficiente de la multiplicación que entra en la 
ecuación 


ğu ¿ (Pu Pu , du 
gm’ (tr l Gr) +Bu. 








$ 27008 oa BRP 
5 DE ¿ME 
15. u(r, t) = J) Ane ng (1) 
n=} 
2e 
nar 
An =n) rf (+) son dr. (2) 


Indicación. La ecuación de la conductibilidad térmica en virtud de la 
simetría radial se escribe en la forma 
du ¿ju , 2 du 
tt) 


El paso a la nueva función incógnila v (r, t)=ru(r, t) conduce ul problema 
de contorno sobre cl enfriamiento de la barra 


A ira 0H (3) 
ar T A N E i 
vÙ, t)=0, v(rort)=0, Octet, (0 

v(r,0)=rf(r), 0U<r<ro 1) 
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La primera de las condiciones de frontera (4) es consecuencia de la acota- 
ción de la temperatura u (r, ¢) en el centro de fa esfera 


u(+0, e ru (r, t)=0., 


+00 naa ¿ sun nnr 
ii Borz t ALA 
16. u (r, )=0,+2 2(0,—1) Si A AO 





n=1 
Para todos valores de tiempo £ que satisfacen la desigualdad 


t>it=— lne, 


r 
3na? 
en el centro de Ja esfera tendrá lugar a ciencia cierta el régimen regular con la 
exactitud relativa e > 0. 

Indicación. Véase la solución de) problema 22 del $ 2 del cap. HI, 

17. La solución del problema de contorno 


du [Pu i2 ðu 
e == pi A da O 
E a {7 e ar 0O<r<r, 0<t<+o, i1) 
La, r=r, Ú<t<+o, (2) 
u(r,0)=U04 U<rS?'. 13) 
es; 
engt ; 
- A E 
ulr, D=Uo H gate Sp 5 y a E AM 
` ri 1017 E HA COS pn T 2 
n= 


(4) 
donde un son las raíces positivas de la ecuación 
lgu=H. (5) 
18, La solución del problema de contorno 





ĝu P 2 du 
Li a E > Lr US<t<+ 0, a) 
2t g hu=0 para r=ry U<t<+4w, (2) 
u (1, 0)=f(r), 0<r<ro (3) 
es; 
+00 à 
=at 
ur, => Apo ==, (3) 
n=1 
donde 
ro 
2. rii+(ruh—1) 
An = > EF (roh—1) rol | rf (r) sen Apr dr, (5) 


0 
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An sou las raíces positivas de la ecuación 








A 
tg Ar TEET Š (6) 
19. u(r, 9) =5,+ 
+0 et son Ent 


DE ENEE Vitte- , 5 r 
A O 


donde pn son las raíces positivas de la ecuación 


lgu= d+ (2) 


y h, el coeficiente del intercambio de calor que entra en la condición de 
frontera 
Le ==» 10,4) para r=r, 0<t<+0o, (3) 
En ci centro de la esfera 
+0 7 art 
FAm - 
; a aea SI V uit (hroz A) TÈ 
u (0, t)=U,42(U,—Ug) hrez jap nh PRE RT) ° $ (4) 
Si hro < 1, entonces, evidentemente, la serie (4) satisface las condiciones 
del teorema de Leibniz sobre las series de términos de signo variable. Utilizando 
esto, hallamos que para todos valores de tiempo t que satisfacen la desigualdad 


Sin Eq ita hro y / REI 
ES 7 In (e REF REg — hra rr) . Y 


en el centro de la esfera tendrá lugar a ciencia cierta el régimen regular con 
la exactitud relativa e >0. 
20. La solución del problema de contorno 








du du 2 ðu à 
grrr (++ +). OSr<ro 6<t<+o, (1) 
SEI ahipa $ fere (2) 
ôr |r=re raro 
u(r,0)=U0, OSTE 8) 


es; 


r—r-22 
u(r, t)=U+a 7 E P 





+o angi Hnr 
2hrja < “ER (Ar —1) e NE 
+ (aa Vin 0 e 0 Y (6) 
e A ¡o (uh EA Aro) 7 
dunde pn son las raices positivas de la ccuación 
wE 
ek= noT (5) 
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493 


Indicación. Primero se debe hallar la solución particular de la ecuación 
(1) que satisface la condición heterogénea de frontera (2). Tal solución particular 
se puede buscar en la forma U {r, t) = Uj + at + F (r), donde F (r) es una 


función incógnita. 
21. La solución del problema de contorno 


ĝu _ af 3u 2 du 
aae rtr yr aa 


(n) 





=o (S+) 
u(r, =j (r), ArT 





=0, 0<t<+o, 


rær, r=r, 


es: 





+% 
u(r, 1)= > Ane enn + SED [An Servo : 
nwi 
donde 
Án= 
2 frf (r) sen [An (7 —r1) + Yn] dr 
= T - 5 
MA 
norn ++ ——— A 2 2 


hri ape a] 
An son las raíces positivas de la ecuación 


24 (m +7) (57) 
da NS A 


r3 
Àn 


T: 
ura 





ctg An (r2—r,)= 


Yn =arctg 


22, a) Rap 


VE , 


a) 


(2) 
(8) 


(4) 


(6) 


(7) 


b) ei proceso tendrá el carácter de avalancha para cualquier dimensión 


de la esfera, 
c) Rer. es la raíz positiva mínima de la ecuación 


vi YB n 
tz ( < R) = TORT ` 








b) Medios heterogéneos; factores concentrados 
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= La solución del problema de contorno 


du du o 0 a 1 
am 2 == + > ZII Ly, 0S<y<lp PEF) it) 
2 2, 
cape e Za -=h = Tih 2 <z<t, Nayin ctp, ii’) 
u (zọ—0, y, t)=u (tot Ù, y, t) 0<y<lz 0<t<+Í—o, (2) 
kyUz (xg—0, y, )=k2gux (Zo +0, y, t) 0<y<lp 0<t<+oo, (2) 
ulemo tlx n= tulya = lysg = À, (2%) 
u (z, y, 0 =/ (2, y) 0<x<t, 0<y<l», (3) 
cs; 
+o “e i 
uiz, v, N= YN] Am ne ™” vmn (z, y), (4) 
m, n=1 
donde 
vm. n (2, D= 
Sen Omnt ny 
A gn —Á o 0 Sh, 
sen mnis n Ga STILT <y< la 


sen w lmz n7 
A A S 
sen Omn (lı — 3n} 2 














y2 22 
San = FL an — La 1 a (6) 
Amn (m=1, 2,3, ...3 n=1, 2. . ...) son las rió de la Scieatäi trasce- 
dente 
Fe nEn? y bn Maa PE z 
1P € qh T Ss 
A vY f Ahn — —— 0tg {z A 7 } 
A nin? 
=k, r Ate ae y e An) 5 7 
hd 
1 fut, WI, Y) Um nte, y) dz dy 
e o 6 $ 
Aé Tem n I” e) 


Eran 0 < le, 
ne, n= oe para T Lo << le 


ce para III) 0<y<la e) 


ht 
ltem, n I= { î H(z, y) vin. n (2, Y) dz dy = 
00 


= la { CPi To + caba (li— zo) } (10) 
sen? OmnZo seni (mn (1, — To) 


Las funciones tm. n son ortogonales con respecto al núcleo p (z, y) sobre 
el rectángulo <r Sl, Sy Siz 
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24, La sulución del problema de contorno 


du Pu du 
A 


LTL, <yn, 0<z<ilpy 0<t<+o, (0 
SN + es + oii 
EJ GE NS 
<<, 0<y<l, 0<z<l, 0<t<+o, (15) 
u(z—0, y, z, =u(29+0, y, 2,1). 0<y<la 
0<z2<ij, 6Uct<yo, (2) 
Kkjug(Z0—0, Y, 2, )=kgux(zo0, y, 2, 1), 
0<y<t, 0<2<h, 0<t<+o, (21) 
U ly=o=U [x= =U |y o= u ly=19" u |z=0 =u lamig= 0, (25) 
Ulimo=f (2, y, 2), 0<r<t, 0<y<la 0<:<ly (3) 
es: 
TR -2 t 
u(z, y2, t)= J, Amon pe ™™P umn, p(z, y 3), (4) 
m, n, p=1 
dondo 
SEN Omn pT nny pnz 
Ao sen =p, 
Umnp=(%, y, 2)= e pi ta (5) 
SED Omn — i) nay paz 
eaa O de 
SiS kh, (0<yE ly, OSSh 
Oh, n n= Pe sn n EE, 
= nên? pn? 


c 
On. n p= Ah E 16) 


dmn,p=(m=1, 2,3, ...; n=1,2,3, ...5 p=1.2, 3, ...) son las raíces 
de la ecuación trascedento 


nin nën 
ny ge cır hnap — == — ctg Xx 


To 


























E CaP: 70 e o 
Ha i E A pa A 


xotg {taid Y GEE hinn R), 0) 
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ult 
j y Vat, Y, 3) f (z, Y, 2) Vm, n, p (Z, Y, 2) dz dy di 

dd E (8) 

MR lvm. n. p I 2 

fp para 0<zr<zxp 0<y<hk, 0<1<la 
ii te para 2z¿<1IXÍ, 0<yS<ls, don) o 
h tela 
lle (z, y, alè = (f fut, Y, 2) Vin, n. p (Z, Y, 2) dz dy dz=> 

000 


Lal, ASE € lar 
L a { ai o Kis aPa( 1— zo) f (10) 
son! Omn ptg Len? Omn p (li — To) 
Last funciones vm, ml, E: y, 3) son ortogonajes con respecto al núcleo 
alelo 


p (x=, y [z) "sobre el par: pípedo (OEI, 0<y< lp, 0<2< lg. 
25. La solución del problema de contorno z p 


ô ð’ 2 ô 
cip- = ki Jette, OSTE iato, (1) 
ô 3’ 2 9 
a RE), mars Octet (1) 
u (r—0, t)=u (1¿+0, t), Ocio. (2) 
kyup (r¿—0, t)= kur (rot 9, t), Otat, (2) 
u(r,, 1)=0, a<t<+oo, (25 
u(r, Q=} (r), 0<r<ri (3) 
es: 
qe -321 
ulr, t)= Y Ane ^ vn (r), (4) 
n=1 


donde An (n=14, 2, 3, ...) son las raíces de la ecuación trascedonte 
V Trepi etg Èron y 2) — 
1 


—_— —k 
— Y Faaa ctg {(ro— ri) An y 2 ER, w 


2 no 





sen Onr 


= > 0<r<ra 
r sen Ong 


vn (r) = 


= (6) 
PES yrr 
r sen Opn (7, — ry) 


Un =An V qa ? On =An Y 2, a) 


f B (r) (r) vn (r) dr 
0 
Ton , o 





Án= 
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E ep para 0O<r<"ro0, ) 
Pe ( capar? para Tr<r<", "i 
rs 
llen l= j pr) el (1) dar = bio MEE +i . 
) ZSPN? OnTo 2 Sen Wa (11 — ro) Pate 


Las funciones un (r) son ortogonales con respecto al núcleo p (r) sobro el 
segmento Sr Sri. 
26. La solución del problema de contorno 





Ou ai gu 2 ðu 

DE N aE lO RL DEJO (1) 
4 du y 
up a 


Ulp=r¿=U (0, Ul rar, =0, 0<t<+4+o, (2) 
u(r, M=] (r), rra (3) 


donde p* y c* son la densidad de masa y el calor especifico del líquido, 
resulta; 


+% 
a22 EON An (r— r?) 
u(r, i= Xi Ane "ni — s AKK Utat (4) 
n=1 


donde An son las raíces de la ecuación 
atrih—34 





ctg Ån (=r) = Shh ? (5) 
An= 
re 
2 f rj (r) sen Àn (r— ry) dr 
ri 
> — _—_u— —_—o _ — o  —oc—_ ___— ——— 6) 
ar r ptr 1 12, 2a?r pror ( 
ra [r UE — nx) ++ > ] sen? An (ri — ry) 


Indicación, Mediante la sustitución v (r, t) = ru (r, t) el problema (1), (2) 
(3) se reduce al problema sobre el enfriamiento del segmento con la ARF 
concentrada en el extremo, y que se resuelve análogamente a como se hizo en el 
cap. III (véase el problema 50). 


2. Problemas de contorno que exigen la utilización 
de funciones especiales 


a) Medios homogéneos 


-œ „uhay (Es) 
T 0 
=U m E A 
mes Wr gt E A Undi tih 
O<r<Ta Ú<t<-—o, (1) 


donge ro es el radio deł cilindro y pn, las raíces positivas de la ecuación Jo (p) = 


6~=0942 
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En las condiciones del régimen regular, es decir, para valores tan grandes 
de £ que la suma de los términos de la serie (1) que corresponden a ta, Mar «+». 
es despreciablemente pequeña en comparación con el primer términos) 


2 
Ho) Hi, 
uin =U pl $ ] 0<r<r 2) 
y 1) CU MY, (Ha) , <= 0 ( 


la temperatura media sobre la sección transversal es 


4 Hie, 
U tn | i=" rő ]. (3) 
4 


Observación. Ln los puntos con coordenada rl el régimen regular 


4 
llega antes, debido a que en estos puntos se anula à “término de la serie (1) 
que corresponde a pê. 


E Fale) 
ri z ..s 
28. u(r, t)=8Lo y) e TA donde un son las raíces positivas 

de la ecuación FAO, En las condiciones dul régimen regular 

n (8) - $e, 

To rô 

CATO € 

la temperatura media sabre la sección transfersal os 
nas 

1GU, “E 

w e 





utr, 1180 


U tæ . 
Observación. El régimen regular llega antes en los mismos puntos que on 
el problema anterior (véase la observación a ła respuesta al problema ante- 
rior). 
29. La solución del problema de contorno 


ðu ðu , 1 ðu é i 
E y Sro, OKH, (1) 
r= para r=ry 0<t<+o, (2) 
u(r, 0)=Ug, 0<TSTO, (3) 


*) Recordemos que para las raices de la ecuación Jo (u) = O tiene lugar la 
representación 





y 1 0,05661 0,053041 
Mn = n(n=7+ ģn—i ep Fea] » 


My 2,4048, pg = 5,5201, uy 8,6537, ses 
Los valores de J, (un) véanse en [7], pág. 394. 


de modo que 
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es: 
A e 
Es te | ae Aa ¿NÓ TS Enr ), 
u(, 9=0 4 123 z( z) D T E i 


donde un son las raíces de la ecuación trascedente 
J¿(1)=0. 
30. La solución del problema de contorno 


ð ez 
<=" (E-- a. OSK ÚU<i<+o, 


u| im = T OSST 
[Situ] pt o< 
es: 
+00 _ Bhatt 
utr, d=) ane * ($), 


To 
n=1 


donde 
2u} P 
it $ r 
e A Ear) 
n rá [à F heri) JE qn) f rj(r) Ja ( To dr, 
un son las raíces positivas de la ecuación 
Jo (H) — hrodo (nu) =0. 
En las condiciones del régimen regular 
r 


0 
2ni $ sa (EF) dr aos 
rele 
FTE) Nr) 


+ La solución del problema de contorno 


ulr, 1)= 


a o : 
=a {pHi > UET<TA 0<t<+o, 


2i y —u] para r=rqg (<t<+oo, 


u(r. 0)=Up, 0<r<rs 


es 
Ss añ 
y ES Ji lne a ln 
AS ira li 
n=1 
gr 
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0) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 


500 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


donde tn son las raíces positivas de la ecuación 


Lo (+ Ardo (1) =0. (5) 
Observación. En virtud de (5) 
Ji (ttn) hro 


Un Wanne Jin Ja Mnd [RA F Er] 
De esta manera. la expresión (4) para u(r, £) puede ser escrita en la forma 


gh, 
tæ rá 


e in” 
u (r, =U, +2 L'i — Uo) hra Dy TSE TA Lo (En). (6) 
n=1 


onil 
| r?—ri— 2h {> 2hr q “O o (=) 
` 3 hria To 
32. u (r, )=Uy+a Wai 4a? iA ar 27 o (Hn) [uah ri], 
n= 


a) 


donde un tienen los mismos valures que en la respuesta al problema ante- 
rior, 
33. La intensidad del campo magnético es 


+œ who? iJ (==) 
aí 6 
ri Po 
H= 10h 1 24 rd |. 
"= 


donde un son las raíces positivas de la vcuación Jo(p)=0. El flujo de la 
induccion magnética a través de la sección transversal del cilindro vs 


21 ra 


M= f f Br dr dọ = 
Y 


2n ro +0 rha, y (==) 
= Ae Y A 2 
u f (mfi 2 2j € re ah rara 


n=l 





+00 E 
e 
=aripllo (1 4 $ +} 
n=1 A 
Indicación, En la ecuación para el vector de la intensidad magné- 


tica ») 
_ ep H , á4nuo 0Jr 
AA r 





*) Véase [7], págs. 287-24., 
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para un medio conductor con elevada conductibilidad su puede despreciar el 


PE eu AH os > . ánuo YH 
término —7 -7¿7 en comparación con el término TE lo que conduce 








a la ecuación 





2 
2H =MAH, ai o s 
ot Anuo 


Desarrollando el vector H con respecto a los vectores unitarios ep, Ep, €z del 
sistema cilíndrico, el eje que coincide con el eje del cilindro 


H= Hye, + Hey + H€. 


Dado gue el campo exterior no depende de p y es paralelo al eje z, entonces es 
natural suponer que H, = Ho = Ù y H, = H (r, 1). Esta hipótesis es válida en 
virtud del teorema de unicidad de solución del problema de contorno. Para 
H (r, t) obtenemos el problema de contorno 


ôH $01, 1 on ¿ 
TS FA +2, OSr<ry ût, (1) 
TF(r,0)=0, 0<r<To (2) 


H (ro =H, 0<t<+o, 


34. En el sistema cilíndrico de coordenadas el eje z de que coincide con el 
sje del cilindro 
l=e,H,+e¿H94+e¿H2, Hr=Hlg=0, U¿=H(r, 0, 
ber w'r bei 0'rp— bei w'r ber w'a 
ber? w"ro + bei? wro 
ber wr bei 0'r¿— bei w*r her 0ry x 
her? wra- boi? ùro 
augt in” 
+o amt J ( tar) 


2 a 
> 10 Bn To 
A t +0 Ji(an) > 


n=1 l 
Vo 


donde jin son las raíces positivas de la ecuación Jo(1)=0 y Te 
Resolución. La solución dal problema de contorno 


H(r, t=H, 


X cos wt-+ He 





óH ôH 1 əl 

me atr pj Sra 0<t<4o, 6) 

Hr, 0)=0, 0<T<r, (2) 

Hiro =H cosot, 0<t<+o, (3) 

hallamos como parte res] de la solución del problema de contorno 

GU U, 4i aU 

Fr? tr a 0É<r<r, 0<t<+oo, u’) 

U (ro 0)=0, 0<Tr< Fo. (2) 

U (ro =H, 0<t<+o. (3°) 
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La solución del problema de contorno (1”), (2'), (3) la buscamos en la forma 
U (r, t) = Vir, t) + W {n t), (4) 


donde Y (r, t) es solución particular de la ecuación (1”) que satisface la condición 
de frontera (3') y es de la forma 


Vir, =R (eit, (5) 
W (r, t) es la solución de la ecuación (1”) que satisface la condición inicial 
W (r, 0) =—Y (r, 0)= —R (7) (8) 

y la condición de frontera 
W (To, t)=0. (7) 


Sustituyendo (5) eu (1) y (3°), hallamos 
Io lro VT) ¿to 


. berwr t beio'r 
as K A S 
E, Ala Ta (rao Vi) ee HE Dero rapi boom, e (8) 
donde 
_Vo 
ns 
R (r)= Hh Jlro Vi) ; (9) 
Lory V i) 
+o es e F 
Wir, t)= Y) Ane * D (E) i (10) 
n=1 
ro 
| rR (r) Jo (5) dr 
Ak 
An=2 =2H m eE (41) 


ursan aa 


El cálculo de la integral que está en el numerador de la igualdad (11) se realiza 
mediante el siguiente procedimiento general. 

Sean Z, (A*z) y Z, (,x) funciones cilíndricas arbitrarias de v-ésimo orden; 
A y å*, unos números reales o complejos. Obtenemos: 





e paz, (Az) s y? i 
E EEr) aoso, (12) 
* ‚2 
El- el (1) Z,0*x)=0. (13) 


Multiplicando la primera de ellas por Z, (A4*z) y la segunda por Z,, (Az), restando 
los resultados y realizando la integración, obtenemos: 
r 142, (0%x) Z/ (2) 292, (Az) 2 (02) 


¡PA $ 


(14) 





[=Z, (4%) Zy (6) di= 


*) Recordemos que Je (zi y Ñ = Io (£ VI) = berz + i bei z; ber z = 
i 8 z 75 710 


E X 7 EE 
=1— pta il A a AA 
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Haciendo A*==0" Y Y, r=", obtenemos: 
o 
r 
a t 
frn tro’ 1i) Jo (==) dr=H, 
ro 


riada (Mn) 
pao rgi ? 


u5) 


de donde directamente se deduce (11). 

Separando la parte real de Y (», t) y de W (», £) y sumando, obtenemos la 
igualdad (1), dada en la respuesta. 

Observación. Pasando a límite en (14) cuando 2* > y utilizando la ecua- 
ción (12), no es difícil obtener una relación importante para calcular las normas 
de las funciones propias 





hz)? [ZK (ha)+ (2) —?] [Zy (r)? 
EA AA 
A } 
nE 
so HIB (0m) | 77 (09 Zo (EL) ar 
sn > r A 
310077 4 TUI 00 e 
prat +00 
E pd Hnr Edo (Mn) — Uo Mnk) Pnr 
xo Aa ) a TE LT Jo (n) Zo (== ) x 
nha2t 


E a y ra , z 
xe 1 + [un +, ln 5] in 


r e iy 4 
donde k= Ra lin son las raíces positivas de la ecuación 
1 


Jo (H) No (A) — La (uo No (19 =0, 





Hnr aN J UnrY_ YN Hnr 
2o ( 7 ) o (Unk) (EE ) Jo (Hink) (EE ll 
Para U, =U¿=U*=const, f(r) =U¿=const 
2 
+00 Jo tun) Zo (=) Ano 


3 
r 


rr 
n=1 





Indicación. Para calcular la norma de las funciones propias 
Zi 040) =Y1 Qar) Ny 040 — Na (Arri) Ji Anr) 
se debe utilizar la igualdad (16) de la observación a la solución del problema 
u De expresión para el wronskiano de las funciones cilíndricas Jy (2), 
vl 
Jsi) Nelj es. 
ISS. NA m“ 
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36. Lu solución del problema de contorno 





du _ ¿fFu , t du > > 
2 E +H, Errn 6<t<+o, (1) 
ul 1)=0, un(a N=, 0<i<+o, (2) 
ur, 0=0, 1<r<re (3) 


+o 2 
utr, =U (A Y) Ape RE L, (hari) No (Arr) —Na Okri) Jo thar (4) 
k=l 


yo Tr -4% á > a 
donde U (r)= mE In es la solución estacionaria do la ecuación (1) que 


1 
satislace las condiciones de frontera (2) (el límite a que liende la tempera- 
tura cuando (—>— 009), y Jos covficientes Ap se hallan por las fórmulas 


AM Gar) Ei y 
Map Ed FICA x f PAAT a 
ři 


— No (Anri) Jo Anr) dr, (5) 
Ar son las raíces positivas de la ecuación 


Iy(Ar) NEO rY— No (Ar) Y ¿(Ar =0. (6) 
37. La solución del problema de contorno 
ðu Pu, 1 ðu 
TE (a » "<Tr<fy (<t<+o, (1) 
Ur (Ti, 1) —Ryu(ry, t)=0, ur{ra, E) hu (ra t)=0, O<ta+o, (2) 
u(r, O=Ep, 1<r<r (3) 


es; 


g a 3 + N AN? 
u(r, )= = Are (hr ó rri) — Rad o Gar dl No Var — ihr Ng Arri) — 
=] 
—MN DI) (4) 
donde 
RAR 


Ar=—— 


2 
Lané (hura) + Rado Mara)? 4 
de MPAA di rd Rd, Dart 





x (4342) lónd o (Arri) — h 
1 4 á ; z 
x CoTr {lAn o Orri) — hido (Arri) X [rN Arra) — rA (Arri) — 
IANG (Akri) — ANo (Anr) hArd i Arre) — ridi Ari) 
»a son las raíces positivas de Ja ecuación 


AGA) Rd A) ANO) — ANo X (Ari) 


J Ordo ra) ANG rd H iNo lr) [7O 
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38. La solución del problema de contorno 


0 0? a 
T =y {E -2a a<r 0<t<+o, 


v (ri, N V (ra $=0F9, (<t<+>o, 
v(r,0)=0, n <r< r; 
además, v(r, 1) =v, (7, 1)*), es 











+o =vżýt 
I yi Fi (ar) Yi (Are) e 
DES TF Ao. MATO Aro 
AA a 2 AO A 
tn (F) = E ar Ny A Dar) A Os 
donde Ax son las raíces positivas de la ecuación 
Ji Arri) Na Arra) — Na (huri) Ja Arra) = 0. 
ES (n) 
39. u(r, q, t)= X Jn (4%) [An, 4005 24H 
Tu 
n, h==0 
a 
+Bn. y sennq] e rö 3 
donde 
ro 2n yn 
An, = 4) Jn | — ] xcosngr adr do, 
nh PETT ghe j TI (E To ) q p 
para n=0, 
m= go? para n0, 
(n) 
Z HA 
E = = yJ se dr dŷ, 
n,h E «| Y s) A = ) sena gr rd 
1” son las raíces positivas de Ja ecuación Jn (1)=0. 
+00 ue 
40. u(r, p, )= y Jn (z ) fan, acosnp+ Bn, sena pl] Xx 
n, k=0 
af? 
E A 
xa Y 5 


ro 21 
> 


En $ 
A > ARA x 
ar an) | +] j 5 


iny 
Bk 


An. = 


*) Véase la indicación a la respuesta al problema 7. 


www. FreeLibros.com 


506 


(1) 


(2) 
(3) 


(1) 


(2) 


8} 


(4 


(5) 


ap 


S06 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


n} 











Xf (rs Qn E ) cos n prarao, (2) 
la o 20: 0 
1 
e nrJ (BK) [1+ a] 00 e 
XÍ In 15 sena prdrdo, (4) 
pf™ son las raíces positivas de la vcuación 
uy (4) +rohFn (1) =0; (5) 


dà, el coeficiente del intercambio de calor que entra en la ecuación de fron- 
tera 


[3 tr] =0, 0<t<+o. (6) 
41. u(r, p, = 
ce -020 ; 


= e Zn OO r) (An, k COS n Y+ Bn, k Senn h, (1) 
n, k=0 
Zn (Ar) — In Ar) Nn Air — An AP) In AO, (2) 


donde 257? son las raíces positivas de la ecuación 


Jn or) Nn Op ra) — Na Mr.) Jn Afra) =0, (3) 
ma AP 


An ime Imu aaa 
m 2en BONO) dE Or) 





ro 2n 
x $ f f (r, 4) Za Or) cos a q r dr dep, (4) 
0 0 
2 para n=0, 
en=(; para  n=20, 
an I3 ARP ra) x 
2 Ja (Yrd IL Ora) 


(5) 


Bn, k= 


2 
Fir, Zn OST r) sen n qr dr dp. (6) 


Sa 


xX 
A] 
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Observación, Si se representa la solución mediante las funciones propias 
Zn APA = In Ara) Na A — Nn Ara) Jn AMA = 


In OR ra 


= e — La O), 
Ja OCO) n Ôk T) (7) 


(esta relación entre Zn y Za se establece mediante (3)), entonces 
eo — 


u(r q d= X, e 


n, k=ù 


XŽn ar) {An, r COS n4+Bn. a Sen nọ}. (8) 
Las fórmulas para An. RY Bn, r Se obtienen de Jas fórmulas (4) y (6) 
si la fracción 
JA Ora) 
POSI) — TAO 
es sustituida por la fracción 
24) 
JEK r) =A ARY ra) 


42. La solución del problema de contorno 


ĝu du í du 1 gu 
ATAR 
1¡¿<r<ra, OKENN 0<t<+o, (1) 
ĝu du 
[Er] 0, [Get tau ],_, 0, 0<t<+oo, (a 
uli=o=f (1, Y) arra OSEA, (3) 
es 
+0  -a2%2(n)21 
et pha y e FX 
n, k=) 
X Zn (4r) (An. kcosngp-+ Bn, asen ngh O 
donde 


Zn AO AOS AO) — hid n AR rI Na O 
IKON Pr) — h Nn Arj Ja Ar), (5) 
donde 4$”) son las raíces positivas de la ecuación 
OSO) AS a A ON API) — ANa Ar) 


1 , PS (6) 
AMIA AY id AO IN A) Nan Ar) 
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An. k= 
21 ra 
2am? f $ lr, G) Zn AO) cos ngr dr de 
= — > _— _-__—_—— 
nen (hir H M ri — n] Za AR ra — irt- Za Ar)? 
š ti 2 paa n=0, 
pa para n0, 
Bn, k= 
T ra 
a Y He, D) Zn (AGr) sen ngr dr dy 
0 ri 
n Y 
MAA ZOO) IA ZE AGr) 7 


0) 


(8) 


(9) 


Observación. Se puede representar la solución mediante las funciones 


propias 
A H hada APT Na Ar — 








IMON n ASS) RN AO] AO, (40) 
relacionadas con las funciones Zn qe por las relaciones 
AO r= 
ARPI n AGP ra) a Ara) 5% 
A === Zn (A rh (ti) 
A AO) — hdn ART) 
E -anj ele to u y tr H 
u(r, q, t)= 2e Zn (Ahr) {An. p Cos np Bn, x sen no). (12) 
nh 
Las fórmulas para As kY Bn, a se obtienen de las fórmulas (7) y (9) me- 
diante la sustitución de Zn por Zy. 
+00 aa 
43. u (r, Ẹ, )= > An, pe PE a agr) sen 272 (1) 
n, k=1 o Yo 
o 
donde Af” son las raíces positivas de la ecunción 
) 
Tan aj r,y)=0, (2) 
Po 
Fa a 
Al As E dd 3 
a k= TTo Din Aro]? | f Fr p) nal r) sen Pa rdr dọ (3) 
00 o 
Fo 
+0 a 
4h uir p D= Y Anne Ln AÑO cos O, a) 
n, R=0 E Yo 
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donde 2 son las raíces positivas de la ecuación 


OI Or) rol a Ar) =0, 
Po Lo 
a 


a. ION E 
Forè + vir ) Fra ro) 
Po 





An, k= x 











ru Eo 
x f f Í (rs 4) Fra OS r) cos a rdr dip. 
ò í Ta 
E -arg AR 
45. u(r, q, 1)= Y) An, re X Z un (AR r) sen E 
n, hæli Ga Fo 
Z na 40 = Tan Gpr) N pa OA 1) —N na Afr) Pra on, 
Wo To Po To Po 
2£ son las raíces posilivas de la ecuación 
h p 
T aa ARDD N a A 
Lo Co 
—N aa Gkr) J E (Or, =0, 
Po To 
em? Jin (Ap ra) 
An =P _0OÁ_ A 
Pu Tan (Er) — Thnk ra) 
Po Yo 
r2 o 
nup 
x f f P P Zna (43) sen > rdr dy. 
ri ò Yo ” 


46. La solución del problema de contorno 


z a 
ĝu gs (5 41 äu 1 = ETT E 


e l Na r or T T E 


[Eta] =0, [FE ta] =ù, 
r=r] Ór r=rg 








Qe = Je —0 
04 iq=0 A 07 l=xw0 E 
atat, 
ultao=f (r f) Krr OLG Po 
os 
K -a2 ; 
ul q, 0= Y Anne Ea ASP cos ES 3 

ro 


n, R=0 
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(2) 


(3) 


(1 


(2) 


(3) 


(4) 


(1) 


(2) 
(3) 


a”) 
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donde 
Zn OO =D OS) mg SOON q AP — 
Po Lo To 
— [A Nan an (Pr) — hy aa agr) x Jpn arh 2) 
Fo To Fo 


am son las raíces positivas de la ecuación 


Aa ON) — AS a A A Naa X 























Cn “o Yo 
xar) AN q A ) 
Po 
=0, (7) 
apan Art MaS y 5 ay, 
‘ko Ta 
Nén a OO) Ara) 
Po T 
Pd Go s 
ai Fo 
Go ro 
{ (o $) Z nta r) cos e rdr ag 
x nú 
RR a, A O Sie 
[ 133418 n— Ja pa arapi Gr] ar) 
(4) 
aq 
+o oo m2n2 n), \ 
saneret i, Wr 
umen =N Y e a E=) XIa | i. lx 
mel n, ni) : 
X (Ar, m. ncos HBk, m. nsen ng) son muz ; W 
ro 23 
a maz 
af $ aa ) cos ng sen T dr dọ dz 
Ar, m, n= —| eS , 0) 


entr {Jn (uk Ne 
donde yn son las raíces positivas de la ecuación 
Tn (>) =0; (3) 
en=( 2 paa n=0, 
para n=0, 
A { Í rrea] apor | sen ng sen ma dr dp dz 


Brom A A A tc A 
won ar JA ay 
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48, La solución del problema de contorno 


du an Pu, 102 1 u , u 
ôt 73 rö r op? del 





0O<r<To OKP? 0<z2<! 0<t<+o, (m0 
ĝu âu ğu 
San =0, |= sih a =0, 
Es dia 1 A [ 0z Pilas do e [ gr a o 
0<it<+0, (2) 
Ui=o=f (1, Y, 2), KrK OSKELK OKI), (3) 
es; 
n 
pa cal Eh 7 (E a sae 
U (7, q, 2, > e 
h, m, n=0 


X(Añ. m, n COSnP+ Br, m, n SEn no) sen (Ymi +m), (4) 
donde 1”? son las raíces positivas de la ecuación 
ATA A) adn (0) = 0, (5) 


Ym Son las raíces positivas de la ecuación 


via — hik 
Cctg Yi 2 6) 
ER Nm (hi +R) ? (6) 
im=aretgJ2, 17) 
3 
Ar, mi n= 


R 
u 
ù 


a >- , 8 
arien [+ (hihet Yh —— ] Ja e | Th? =i) (8) 





f phr 4 
rf (r, q, 2) mn | cos ng seu {vmz- zm) dr dọ dz 


“ai 
a - 


(Ev) (Ep va) ar 
$ =f 2 para n«<0, 
Er para nÆ0, 
ro 2x 


l ) 
4 $ f f (rs Ẹ, 3) Jn ( pr Z) sen nP Sen (Vmz + žm) dr do dz 
0.00 


o E A 
(ihih Sin) ait ha) (n) roh*—n 
a [1+ (hit yé) AR- Vi) Jaag [1+ p ] 





(8) 
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ĝu 
MS a ðr? ETRE TRA r? son 0 5 (seno 7) + 


gs 


49. La solución del problema de contorno 


Pu 2 du 1 ĝu 


Trans ==" Tih 


ul, =r =0 


ult=o=f (r, 0, p) 


a 
u(r, 0, q. 0= 5 Sa A EN 


m, u=Ú k=0 
oy 
A To 
2 


yr 





x 


«londe y? sun las raíces pusilivas de la ecuación 


J 


) = 
peg me 


Am n, k= 


ro R èn 





=ú Ñ ú 
p 
ex (2n 4-4) (n — k)l ¿a 


$ =[ 7 para S 
SENA, para kÆ0, 


q oe 


Bm, n, h= 


ro a 2n 3 





0 


2 


nrè(n+k)! j 
A aA Hk? 


50. La solución del problema de contorno 
u 2 u 1 ĝu Pu 
=0 (E Tr lis óp? 


ar h] 
A 


a 
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Pn, p (C080) {Am, n, r COS kp- Bm ans h SEN Kp} 


f f į Fr, 0, q) ir 1 (E Hinr ) sen 8P y, y (cos 0) cos XQ dr d0 dq 
ty 


3 por 
$ | $10, 0, pr, g ( E ) son OP, n 100: 0) son kg dr d0 dp 
3 


ar): 


(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(2) 
(3) 
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es 
o .,2 


==)" 
u(r, 0, q, t) = 5 Ne ru X 


m, n=0 0 


por 
el To ) 
2 


A Pn, r (cos 0) {Am, n, h COS KOH Bm, n, ason kpj (4) 





donde ¡(2% son las raíces positivas de la ecuación 
m 
1 
RA 1 agh (rol 5 +) Y UI =0, 65) 
ito Mp 


Ám, n. h= 
ro n 2n (n) 
War 
{f frma ots ¿(E 
onn vez (6) 
Arin- k)! (roh +n) (roh —n—1) ` 2 s 
ADA AA ls ug) 


a E para es, 3 
REY para kÆ0, ta 





) sen Pn, 1 (005 0) cos kq dr dU dy 


Bm. n. R= 
To N 2n po Dy 
f $ freo, oros E ( si ) son OP, » (cus 0) sen kg dr dd dy 
Y ü +3 È (8) 
a+ [1+ (1,4 4-12) at (1) 
Gn +1) (n— kK) i q Y 1. Ns 





a)? 


51. u(r, 0 4, )= S Se a 


m, n= h=( 


Z H 0) 


x — E Pn, a (0050) LAm. n, A C05 kp- Bm, n, a Sen Kg), (1) 
donde 


Z anr) =J AN 00 —N Ay AD 12 
np On) ny Om ro TER E 0 1) a RN ) 


2 


2£% son las raíces positivas de la ecuación 


Z i AWr)=ð, 8) 


az 


70942 
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Am. n= 


en 


€ —— _ 9 _ ___  __Q_—_—_—_____—_—— . 


ro 


2: 


ÚS f f(r. 0, pr” tz AL atr) sen BP n, p (cos 0) cos kp dr dð do 


) U 


0 


Ek 


Ial x3 
a 


= 


(2n 


(2n 1) (n — AY ar 


Je ¿A O 


xr (an + he! A 
+1) (n— k)! nt J? aT 
nh 
å =( 2 pra k=0, 
g= para kÆ0, 


ET 


T 2% 
Tn 9, a Z. gl (Ar) sen 6P y, x (cos 0) sen kp dr de dp 
u 


T? a Oir)? a Aara) 
er 


án (n4-A)! N 
J? i (a0, ra) 
Ez 


52. La solución del problema de contorno 


ĝu 
J T 


es 


u(r, 0 


2 


” du 
[Se hu A =o [rm], 


Pu 2 Ju 1 ü 
a tr or Aent (sno $ J9 w) + 
1 Pu 


A A — 
' sento ¿q? 


uli=o=f (1, 0, ) Tr <r<r) 


oo 
e op a (m? 


in Y ER 


¿2% 


2 
r+ 


(n 1 
m 


14, n=0 5 


pm 
An r) 


Tr <T<Tg, 


=0, 0<t<+0o, 


Pn, n(c08 0) (Am, n, Cos kp+Bm, n, r Sen kẹ}, 


= 
[or A g a E 


n 


g 


xN am-oe a aMn 
nt ts 


— (4 + > E aora Jr J 
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ar] x 


a Or, 


(4) 


(5) 


(6) 


(1) 


(2 
©) 


(0) 


(2) 
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Am., n, k= 
ra 1 2N 3 
f T A0, o r?Z y (AQP sen OPn, x (cos 0) cos kp dr d0 dẹ 
nt 
s222 m a a mm Im 99 £ T2 , (85 
A 
e AN dr 
rf Z 


2 pura k=0, 
umf; 





para k=xX<0, 
Bm n.h= 
r 122 å 
f f f fir, 8, r iz  , Or senBPn, x (cos 0) sen xy. dr d9 de 
= n+— 
ri 0.0 2 
= . e = > (4) 
2 a em 2 in) 
mpi mk) f a (Am r) ar 
ri 2 
r2 
|z? y amar 
e PU 


2 

1 7 

py CIA a Mra (m= T) Da ora ] 
2 2 


5 y 
sl (a = pel], 


x 





4 z 
my ini hji Fa (n) ]- 
x ES pa Am Ti) ( 1 37 ) at VA Ti) 


l HT, 


12110 
| (+2) Tao 


4 aT 
PADI Pryt (r) a ] 
= ai, min + A 2r ) nyt“ ~ za) i 


donde 2” son las raíces positivas de la ecuación 


m 


ny. + 4 2) 
A e AO (6) 
2 2 


qa 
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b) Medios heterogéneos; factores concentrados 
53. La solución del problema de contorno 


abr 2 =k Ft 0<q<2n, (1) 

E r<Ta 
cp s = (7 ++ 3 + 5 i HEE), | 0<:<!, 0<t< +00, 
1 <Tr<ri (15 
u (ro— Ù, f, 2, ) =u (20-40, Qu 2, 1), 0<4<2%, 0<:<!, (2) 
kilip (ra— Ù, Fs Z, t)=kour (TO 230,2 0<1<4q o, (2) 
u (ris P z, 1)=0, (25 
ulr, 4, z, M=/(r, Q, 2) (3) 

es 
+00 , 
upa D= Y Rmn Mn to 


M, n, Pp=0 


X f{Am. n, p COS NGH Bm, n. psen ng} sen Da . 


donde îm, n, p Son tas raíces de Ja ecuación trascedente 


Jnr  Na@rð Intro) 
kOJ hn (Oro) kona loro) kaJ g Dn) =0, (5) 

o Nn @r)  Ja(ar) 
a 3 A Cab E a 
o= V e A n z- 0 A Y Ele 2 2 À Sa —, (6) 


Rm, n, p (N) = 
í ln (Om, n, pro) Nn (Om, n, pri) — ) 
— Nn (Om. n, pro) Jn (Om, n, Pro) InlOm n. pr), SrA 7) 








ES -= = (T 
| [In (Om. n. pr} Nn (Om, n, pr) — } 
— Nn Om, n, pr) In (Om, n, pri)) In (Om. n. pr) SKTST 
r 2x 1 
miz 
| rar Y ag Ẹ fs w 8 Rm, n, pC) cos np sen 7% dz 
Awe 21 ; 
al ~ 
63 | i, n, pdr 
0 
í, +0, 
en=( 2 ni =0 (8) 


www. FreeLibros.com 


Y. Ecuaciones de tipo parabólico 517 





r; 2a t 
f ru dr f dp $ ¡UG 23 Pm. n, p (1) Sen ng sen = d2 
TA EE 22 
5L j reaR, nm, p 0) dr 
A ea co 


Las funciones Rm, n, py (r) y Rm, n. p, (r) para diferentes p, y Pz son orto- 


gonales con respecto al núcleo ru sobre el segmento 0<r<rj. 
54. La solución a problema de contorno 











Fe (i ++ ay, nEri OKKH, Mm 
aU ĝu 
AAA e A AE S rær,” U (D= lrn’ 
du A 
Tr har OSI (2) 
uir, Q=f (F) Erra (83) 


donde A es la conductibilidad térmica del material del tubo; c* y p*, el 
calor específico y la densidad de musa del líquido, resulta 


+00 











ut, p= Y Ane MZ, (hnr), (4) 
=} 
donde á 
Zo (Anr) = J5 (nry) Nu (ånr)— No (Anra) Jo (Anr), (5) 
An son Jas raíces de la ecuación trascedente 
2 tnt 
Zi (Anri) = An EPL Z (Anri), (6) 
ra 2 2 
$ 
È rf (e) Zo Anr) ar 60) Za (nr) 
An ahar e (7) 
j r (Zo (Anel ar RR 1 aro 
ri 
55. La solución del problema de contorno 
CRE { Pa A BE 0 4 
e "(ie gy: PESE MSI a) 
a ĝu 
2 Ar = Et A S RE 
arictpr 2arjA On luz? Usul’ 
an, = — hu 0 
e tlp OH, e) 
u(r, 0 =(), 1 <r<r (3) 


*) Véase (21) y (27) en el problema 57. 
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se obtiene de la solución del problema anterior sı suponer 
Zo (ar) = Dado Akro) + ELO aradl No (Apr) — 
— [HaNó (gra) + ANO (M0 do Ar. (4) 


56. Para determinar la velocidad v (r, ż) de las partículas del líquido*) 
y la velocidad angular w (t) del cilindro obtenemos el problema de contorno 





du de 1 0 v 
e NY. a tr o A , 1¡ <r<r,, (<< +00, (1) 
dw "de y 7 
Ol pay EO, ly KE =M nrp [ FF en’ 
(2 
Ocicat, 
v(r,0)=0, rra (3) 
Eliminando w (t) de las condiciones de frontera (2), obtenemos: 
1 ĝv Je p v T $ 
E E par TM tarip T iy » Clm =Ù (2°) 
Octa+. 
Buscamos la solución particular estacionaria de la ecuación (1) 
V = Y (n, (4) 
que satisface las condiciones heterogéneas de frontera (2')**). Si después suponer 
Vir, = u(r t) + V(r), (5) 
entonces para u (r, t) obtenemos el problema de contorno 
du Pu 1 qu u 
mN E E) TLT Kro 0<t<+0, (6) 
pe to LE = 
di al La APN [ ör r AR A lp 0<i<+0ow, (1) 
ur, =F (r) rr, (8) 


Resolviendo el problema de contorno (6), (7), (8) y determinando mediante 
(5) v (r, t), de la condición de frontera v|,=,, = k,0 (t) hallamos también o (2). 

El problema de contorno (6), (7), (8) puede ser resuelto análogamente al 
propiema auterior. Las soluciones particulares de la ecuación (6) que satisfacen 
as condiciones de frontera (7) las buscamos en la forma 


syai 
Untr, t) =e vt Ra (r). (9) 
Para Rx (r) obtenemos la ecuación 
PR 1 aR š 1 
++ A (mo) 1-0 (10) 


Rp (r) = Z, Or), donde Z, (z) es la solución general de la ecuación de las fun- 
ciones cilíndricas de primer orden en que las constantes indefinidas son eligidas 


*) v (r, t} = vo Ir, t) (véase la solución del problema 7). 


++) Y (r) es el límite a que tiende la velocidad de las partículas del líquido 
cuando 1 -—» +o. 
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de modo que la condición de frontera Rp (ra) = O se cumpla para cualesquiera ^p: 
Zy (Ar) = Ni Orra Ja Opr) — Ja Apra) Ni nr). (11) 
Exigiendo el cumplimiento de la primera de las condiciones de frontera (7), 
obtenemos la ecuación para determinar los valores propios 
—ARKZ1 (pri) =2nrj0w [razi Orn) Ertan j, az 
1 


Mediante las relaciones (14) del problema 34 y la igualdad (12) hallamos las 
a que expresan la ortogonalidad generalizada de las funciones propias 
Zi ( AY) 








re 
K 
| rZ (Arr) Zi Anr) dr + aan Zi (Arri) Zr (Anr) =0 *) (13) 
rL 
para k s&n 
+00 4 
utr, = X! Anet RZ, (hnr), (14) 
n=1 
donde 
r2 
P K a á 
f rF (r) Zi (nr) py V (ri) Ži (Anri) 
Ana ó an 
K 
ran art 2 Aaro 
r 
57. Resolución. Al igual que en el problema 33 obtenemos: 
öH .¡PH 14 014 a de 
re qe Pd s AIr 0<t<+o a= Anpa s W) 
H (r, 0) = 0, <r 2) 
H (ro, t) = Ho 0<t< +0, (3) 


donde H es la componente del campo magnético en el sentido del eje z que 

coincide con el eje del cilindro (las otras componentes del vector de la intensidad 

del campo magnótico son iguales a cero). 

i ES la condición de frontera para r = r,. Escribimos las ecuaciones de 
axwe 











rot LO EE, S 
rot E= -+ ai ; 6) 
en las coordenadas cilíndricas 


*) Véanse (21) y (27) en el problema 57. 
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1 0H) 4 aH, ána e ð 
T æ X o =( +457) Ez, (6%) 
1 ôE, Js _ y o0H, 
E a a al? m 
VE, DE, yu He i 
a Ak o a a) 
4 Ey) 4 E_p ôk: 4 
EA A. t Q (1°) 


Dado que despreciamos las corrientes del desplazamiento y debido a que H, = 
= Hp = 0 (véase la solución del problema 33), entonces de (6') obtenemos: 


DH Yao a 
c ois sl i Es. 8) 


Integrando (5) sobre la sección transversal de la cavidad interior utilizando 
pa eso Ja fórmula de Stokes y usando la condición Je que en todas partes de 
a cavidad H es igual al valor de H sobre ła superficie interior del tubo, obtene- 
mos: 

















om n maahi 0H; 
EE o 
De (8) y (9) obtenemos por fin la condición de frontera buscada 
Ha Y 28 a 0 
ot rær; r1 gr rery ? 
es decir, 
2H. =a on >» U<i<+0o. (35 
Ot Ir=r] ri Or lr=r; 





Para liberarse de la heterogeneidad en la condición de frontera (3), buscamos 
la solución del problema de contorno (1), (2), (3), (3') en la forma 





H (r, == + u(. t). (10) 
Para u (r, t) obtenemos el problema de contorno 
du a R i du 

TOA SSA 0<t<+o, (11) 
ulr, = Ho Erra a2 
t {ra t)=0, 0<1< +00, (13) 
— a A (13) 

ðt Ir=rj rı ôr |r=r 





Las soluciones particulares de la ecuación (11) que satisfacen las condiciones 
de frontera (13) las buscamos en la forma 





Urin p= Rar). (14) 
Sustituyendo (14) en (11), obtenemos 

di» , 1 dr ,.. 

dr + ar T^ Rx =0. (15) 
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Por consiguiente, 
Rp (r) = Zo (ar), (15°) 
donde Zo (z) = ANo (2) + BJy (2) es la solución general de la ecuación de las 
funciones cilíndricas de orden nulo. Eligimos las constantes A y B de tal modo 


que la condición (13) para Zy (yr) se cumpla para cuafquier valor de Az: por 
ejemplo, hacemos 


Zo (Anr) = No nra) Jo nr) — To Anra) No (Ap 7)- (16) 
Sustituyendo con (14) en (13), hallamos 





dy (1) e E 
E r Ai gu aD laa (17) 
ó 
Zé (har) =— An gi Zo nri) (18) 


Tal es la ecuación Je la cual se hallan los valores propios Ay, As, Ag, .. . del 
problema de contorno. De la ecuación (15) y de la ecuación que se obtiene me- 
diante la sustitución de k en (15) por n obtenemos, multiplicando respectivamen- 
te por Rp (r) y Rp (r), restando los resultados e integrando: 


rg 
dR a a dRa tr) (=r: 
AA) $ Ry (r) Ra (1) dr= {r [a tr) ea Ran) A o è 
m 
(19) 
En virtud de la condición de frontera (13) y (17) obtenemos 
ra 
2 
(A —A2) { f rly (r) Rn {r) dr— gh Rrr) Bn m0) =0, (20) 
de donde para n s& k hallumos: 
f: $ 
f rEn (r) Rn tr ar— ZÈ Ry tr) Ra tri) =0. (214) 


Pi 


De tal manera, las funciones Rp (r} y Rp (r) son ortogonales generalizadamente 
(la relación (21) es la expresión de la ortogonalidad generalizada). 
La resolución del problema de contorno (11), (12), (13) buscamos en la for- 
ma de la suma de la serie 
+00 e 
n(r, t)= Y A Ar, (22) 
kæ 


u h t) satisface la ccuación (14} (si la serie converge suficientemente bien) 
y las condiciones de frontera (413), (13°). Exigeremos el cumplimiento de las 
condiciones iniciales, supouiendo primero para la comunidad que n (r, 0) = f (r). 
Suponiendo en (22) t = 0, obtenemos 


+00) 
1009= Y) Arn rr (23) 
kant 
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para r=r; 
+00 
fird = S ARa (r). (24) 
h=1 


Multiplicamos (23) por rRx (r) è integramos con respecto a r enlre ry y Tg: 
fs + Ta 
f riir) Ra (tr) dr= Y; Ak í rRy (r) Rn (r) dr. (25) 
fi h=1 A 


2 
Maultiplicamos (24) por E Rn (r): 


+os 

ri i i 

AL fir) Rn 1-2 Ak Er ri) Rn (rn. (26) 
Sumando (25) y (26), obtenemos on virtud de (21) 
Ts 2 ra E 
È r0) Ra (r) ar E piro Rota [ $ e ar ROD). en 
ri p r 
Por consiguiente, 

r3 


2 
$ rj in Rn (Ò dr— TEA Ru (ri) 





An == . (28) 


ra 
ñ p 
Ri (1) dar— Ri (ri) 
f A) Zu A (ri 
t 


Mediante la igualdad (16) del problema 34, el wronskiano de las funciones cilín- 
dricas y la condición de frontera (18) obtenemos: 


ra 


2 2 2h x 
f rR ir) dr = an r (1-81) Z (Anri). (29) 


Fr 


Sustituyendo en el numerador de (28) / (r) = —H, y utilizando el wronskiano 
de las funciones cilíndricas, obtenemos para el numerador indicado el valor 


2u rn 2 
1 (E > Zo (Anr) — AAE ) E (30) 
En virtud de (29) y (30) la igualdad (28) toma la forma 

2u ri __2 
(+) Zo (Anri) DE 


MET (++) Zå (nri) 





An = ih i1) 


donde 
Zo nri) = Nn nra) Jo nri) — Lo nra) No nry). (32) 
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58. La solución del problema de contorno 
ón t 4 du 1 ð du i Pu 
A E a è E LE 
Ab 7 ka { r? ðr (+ dr ) E seu O 70 (sen 05) A senta ope f? 
OSr <o (1) 
ĝu t..3 du 1 ð du du 
E A e [SABINES CR A E 
0 = ha r3? ðr (r ðr )+ sen O 90 (sen 0 90 ) NETOS E 
Lr S'y (15 


u(r.—0, O, p, t)=u (40, 0, q, £), 0<0< 1 0<q<2x, (2) 
kiur (re— 0, O, P, t) = kaur rot, A, G t) S Octa+, Qe) 
u(ri 0, q, t)=0, (2") 
v(r, 8, p, 0)=f(r, 0, q) ( 
es 
u(r, 0, q, )= 
+0 +% 


E X 2) R mnp (r) PHY (cos 0) e npt (Amnp Cos mq + Bin p sen ma), 
n, p=0 m=) 


donde los valores propios mnp y las funciones propias Rmpp (r)}se hallan análo- 
gamente a como se hizo en "los problemas 53 y 24. 


S 3. Método de representaciones integrales 
1. Ufilización de la integral de Fourier 
59. La solución del problema de contorno 
u= Ayu, —o<zyi<+o, 0<t<—to, (1) 
u lemo = f (2, Y, I} —%<xyz<-0, (2) 


an o 6 
donde == Er tr ts 
+00 Ron 0 


alat s 7 1 IE 1 De sart 


Si / no depende de z, entonces 


didnt. (3) 


i +0 A 
2 
u (T, Y, GA | f JE- we sOnt dý d. (3) 
00 


Indicación, La imagen de Fourier de la función F(x, y, 2) arbitraria *) 


+) No nos detenemos sobre las limitaciones de F' (z, y, z), para las cuales 


a ciencia cierta existe F (%, m, v} y tiene lugor la fórmula de inversión (5), 
remitiendo, con respecto a este problema, a la literatura especializada. 
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definida para — o <z, y, 2-00 se indica: 


Fo m y= || re m pitagan (0) 


El paso de F a F según la fórmula (4) se denomina transformación de Fourier 


con respecto al núcleo ePE+AN+WS El paso de la imagen F al original F se 
realiza según la fórmula 


a 
Fíz, y, 23)= $ f Í Fo., p, v) eT ix uty] g) dp dv. (5) 


-%0 


1 
(Ln 


Multiplicaudo ambos miembros de las igualdades (1) y (2) por «PR+m+va 
e integranco con respecto a E, y, E entre —oo y +00, obtenemos Ja ecuación 
diferencial ordinaria y la condición inicial para la imagen de Fourier ú de la 
solución u del problema de contorno (1), (2). Hallando £ y utilizando la trans- 
formación inversa de Fourier, obtenemos u. 

En cl caso cuando j no depende de z el problema de contorno (1), (2) se con- 
vierte en el problema de contorno 


up = Au, —<2y<+o, 0<t<+o, (11) 
u limo = $ (£, Y) —% <zx, y < poo, (2) 
donde 
in y 
TT 


Para resolver el problema de contorno (1), (2”) se debe utilizar la transforma- 
ción de Fourier para la función de dos variables 


+o 
Fa, =f $ $ Fẹ, n) PPS gg g. u’) 


-%0 
Con esto la fórmula de inversión es de lu forma 


i =+ 00 
Fa D= f f PO, p) eT SHAN g), dp. 6) 
—oc 


60. La solución del problema de contorno 


u= usu tg (a, Y, 2 O, —%<x,yi<+o0o, Ú<t<+o, (1) 


ula  —W<XZY%,yI<+4%0 (2) 
es; 
u (£, Y, 2, 1)= 
i t i +o Ga 4 + (20)? 
z POZA è . 
ear fje UP rimar 
0 o 
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Si g(x, n, z, €) no dependo de £, es decir, £==4 (2, y, 2), entonces la expre- 
sión (3) para Ja solución se puode Hevar a Ja forma 








: E eE ¿ED (>) } dianat 
u(x, Y, 2 1)= m ) si f EE fio l T ) } ažanat, (4) 
o U 
donde b {x)= E fe ec dan yr= 
y 7 


= yV ei yn He. Si g(x, y, 2, £) no depende de z, entonces 


_G- PP 44m 
Anè (t=T) 


i +o è $ 
u (z, y, t) ==." $ OS PSN > E Yazan. 
2 O 


Indicación. l'ara g=g (2, y, 2) la expresión (3) se translorma en (4) me- 
diante la sustitución 
r 


a AZ 
2a y t=1 


a Lo +a +œ 
6i. u {z ay fè fa E 
Ey (20/1003 q 
-X -0 9 
GE M4 0 ME e 
Xi- n 6) E sezi —e Sony db. u) 


Si f(z, y, z) no depende do y, entonces 


4 +œ +o ¿ADA En e A +? 
hasi hue 
sí. 105= f a f x[e —e Jx 
i ayan S 
xd. (2 
Indicación. Utilizar la transformación de Fourier con respecto al núcleo 
1 E 
ST Dun] sen ví 


en el semieapecio —o<EnN<+ o, 0<ií<+ow. Si ¿j no depende de y, 
entonces se debe utilizar la Conan de Fourier con respecto al núcleo 


1 Ne $ 
qe S sen vÈ 
para — œ < <- aw, aiao. 


Indicación. Véase también Ja solución del problema 59 def cap. TIT. 
62. u (z, y, 2, t)= 


š t ES wiu- 
Bi A Xx 
TR lo RA E $ fe 
(La y x) (t E 22 


XIE. n ddn. (1) 
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Si f (x, y, t) no dependo de y, entonces 
t +o (witz? 
Z 
utz D= r | ae K hat ET) F E, T) dë. (2) 
ð 


Indicación, Utilizar la transformación de Fourier propuesta en la indi- 
ención al problema anterior, 


4 “+00 yo 
63, u(2,1,2,0= — == í dË y dn Xx 
3 
(2a y at) 2 de ù 
TP MEE SDE MA 
xn y [ e sN +e ne. lar. 
Indicación. Utilizar la transformación de Fourier con respecto al núcleo 
Deue et Ev$+un] cos vi 
ntt 


en cl semjespacio— œ < Ẹ, n <+ %, 0ZE<4G o, 
64. u (z, y, 2, t)= 


t (œin: 
EE VS ` 
u rr] f ) e Ant (1-0) f Y» T) didn. 


£ 
=y Ray ny 


Indicación. Utilizar la transformación propuesta en la indicación al 
problema anterior, 


1 poo. Foo +09 
65. AS į dn f x 


-0 0 
(a- DI+(y-mI+t: 2 (xD M2 
o EA Mp? S - 
x [e kaž a 4037 En 
$0: y (x=)? (y-n)? izt)? 
AS EE 
— 2h f e dw ]: (E, s 18] ak. 
0 
Si j no depende do y u entonces 
w A A z+)? 
Ea gazt Le fuži 
ota q ea R 
— 00 


0 -no DEDO 
— 2h f e s 


< 


{i 
indicación, Utilizar la transformación de Fourier con respecto al núcleo 


z w cos vi +h sen 
ei Ins +un]_Y.COs vE+h sen vé 


1 
91127 3/2 yl a? 


do | dEl. 
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sobre el semiespacio—=0o <E, y <+>=w.0<£<-to>0. Si J no depende de y. 
entonces se debe utilizar la transformación de Fourier con respecto al 
núcleo 


A op eos vs+h sen ví 
mn” y- kz 
para —œ < a-a, Gaya, 
Véase también la solución del problema 65 del cap. IM. 
t 


h dí 
66. pz b= m | —— A 
u (7, y,z, t) Pay ay Va nZ 


+00 +0 


E 


- 00 


+00 it AA Y 

g q A ME 

an | DIE nx LO 
u 


Si f no depende de y, entonces 
tas —» 


h dí ` 
ES 
0 Jo 0 
lan iapot 


aht- 
xXG+DHE DE ia dt. 


Indicación. Utilizar la transformación de Fourier propuesta en e} pro~ 
blema anterior. 


t +0 — 0 
1 dr t 
67. e Ys Za I) A A di MM ESTA 
7. u (z, y, z, t) ay ny |a ) ejfe n č T) 


ADA MD a NHD) 
Xle kazit- T) 08 aè (t-t) Tasa 


68. u (x, y, 2, 1) = 
+o h L 
$ a fan FEROCE E a d=1, 2,3, 
0 


-0 


qu 


or. 


en e caso .a) bajo la integral está C,; en el caso b), G»; en el caso c), 6s, 
onde 





k-e to aaf tE 4 ae 
* : 2 - > 7 7 
Gi (Z, Ys z: Č n: É )=—— m e > ʻi ‘è 
lila y nt es 


5 z w 
x sen E sq, E sn y een $ 
u TA Ll la 
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G (Z, Y, 2, E, n. 5 H= 








(z-i? +œ 
E 
lly 7t r 
XEren cos ŠTE cos kng cos = gos LL ==. 
a i Te la 
CL = E z 
ise ! 7 para k=0, E / 3 para n=0, 
t4 para k0, t4 para n0, 
Gy (2, Y, z, $ t K = 
G-p: 
e +% eTe? GRH) f 
S ay xt 2 TRH R) tH 2A) (HR?) laH 2h ds 
h, n= 


X (åp COS Anz +h sen hrr) (An COS ARE -H-A sen Agë) X 
X (tn COS Uny +A Sen uny) (Un COS Unh + k sen uny) = 


_-D? 
ET 





+00 
E- x 
fi 
ay nt Anal 
2 

OHH (pith) eT OR Hna t x 

LRR?) -H 2h] [un HR?) la 2h] 
X sen (hrx + Ga) sen (Arë Pa) sen (ny + Wn) sen (Un) + Fn), 


donde %a y Hn son respectivamente las raíces positivas de las ecuaciones 





92 h2 z pa 
ctg a= ZAR y otg u= 3 
Gr = arctg Hi., Pr =0retg HL ; 

2 


h, el cocficiente del a de calor, 
Indicación. Utilizando la translormación de Yourjier con respecto a z 
+0 
= 1 bg 
u (Z, Y, V, 1) = Ta u (z, Yy, ts i)e dl, (1) 
Fn J 
-00 
+o 
f tle y OE a. (2 


-00 





Tí Y, v= 


1 
VZx 
1legamos a la ecuación 


=a [2 2...) 8) 
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y la condición inicial 


ul io =/ (2, y, Y). (4) 
La sustitución 


ul T 


u=e v (Z, Y, Y, t) 


lleva a la ecuación 

a $0, 0 ; 

ap ae (5 + y e) 
y la condición inicial E 

v li= = Í (z, y, Y). {4”) 
Las condiciones de frontera para v serán las mismas que para u. Hallamos » 
mediante cl método de separación de variables y después, sustituyendo su expre- 
sión en (5), utilizamos a ú la transformación inversa de Fourier, con esto después 


de realizar la integración respecto a v se obtiene las expresiones dadas en la 
respuesta, 


1 


(> 


a 


de 


A 


+00 
69. u(x,y,z,t)= $ dí fE nm bx 
û 


X Gi (2, Y, 3 5, un E» t) dE, ií=1, 2, 


y a las condiciones de frontera a) corresponde la función G, que se obtiene de la 
unción G; de la respuesta al problema anterior mediante la sustitución del 
(z= a= _L= 


factore ¿“E por el factor le “e van 1. Análogamente en el 
caso b) Qs se obtiene de G, mediante la sustitución 


z G-p: Ep? _ {240 
alt por la 4021 +e hast ] 
Indicación. En el caso a) se debe utilizar la transformación seno de Fourier 


con respecto a z y en el cago b), la transformación coseno con respecto a 2. Después 
el problema se resuelve análogamente al anterior. 





e 


70. u(r, q, 2, )= 
+o ro 2x 








=fa fra | Ieda Na =,2 3. 
=% 0 0 
En el caso a) i=1, 
(z-E)2 
» : ar + 
P: zr A E E x 
an Pr bt ya, 2, 
An Pr 
pa (2) | 
os np)» 
En [Jn (HR) 
_5$2 para =0, 
enfi para nÆ0, 


8—0942 
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pjo son las raíces positivas de la ecuación Jn (4) =0. 


En el caso hb) ¿=2, 
E 
e hn? 


arny mt 





+ 


Gar P n r pa )= 
h,n=0 





nr ) Pr 
AAE ; 2 pira n=0, 
— cos n (Ẹ—Ẹ') tn= 4 para nÆ0, 


BER e e A 
eaha [qm] 


uf? sou las raíces de la ecuación $2, (0)=0, pi” >p >0 para n Æ 0. 
En el caso c) ¿=3, 


Gal, q, 2, 1, 0. L, 1) 





(1) ) 
E y mor ) j ( ar 
e Ant ds Fo Ñ Ta , 
= [cos n(p— q”) 
arĝn y/ nt end? W (a ZE A 
honau Ent Wa pao 


2 para np=0, 
Pr sf 


1 pira ná, 


PL? son las raíces positivas dle la ecunción - Ja HSn k =. 


Observación, En el caso h) a la raiz pg 0 Jo corresponde una función 
propia idénticamente igual a una constante, 
Indicación, El problema so resuelve ¡análogamente al problema 68. 


71. u(r, P, 23, = 


+o0 Pa 2x 
= f dl f r dr” | Hrs Ys DCi As FEE dy”, tmi, 2; 
9 ù ù 


on el caso a) ¿=1, Ñ, se obtiene de Gy del problema anterior mediante la 








ti (- 2 (+12 
TEET a "as "Lal , 
sustitución del factor e “> pur el factor | e AE y AT 


on e] caso b) t= se obtiene de G, del prhblema anterior mediante la susti- 
(me a En (24593 
E [ ES | 
tución del factore “> porel factorle Poe ‘et fe 


72, u(r, q, 3, )= 


+o ra To 
Sfafre (je g Den oan rg i Dag, 1,3 
00 0 0 
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en el caso a) i=], 


6, 5 re g, t, t= 








00, {Jyt 
(2-3 J (2 ) Jaa (+ — 
"all T ja. GRE Po e Fo 
e Si važny t To o Xx 
EP ya 2 + n) ~ 
arto ae Tan (pf Y 
po 


Xsen 2 seg eras 
Fo ' 
pl son las ruíces positivas de la ecuación Y na (1) =0; 


To 
en el caso b) ¿=2, 


O 














(2-0)? 
-= +00 
= e hast ` mang), 
o VE e g 
ario h,n=0 
ar pior 
Ian (a) aa (a) 
ii "y mup 
— a cos a cos EI , 
E i o o 
En [1— ue MON Ma O) 
o 
parn nÆ, 
ty 
p para n=0, 


p> para n Æ 0, p 0, pg”? son las raíces de fa ecuación 


Va MA". 


de. 


A la raíz p” corresponde la función propia identicamente igual a una cons- 
tante. 


13. u(r, q, Y) = 


sp 00 Yo 


=fafr dr 


V 0 


dB 


Dar, y b AA par p, h dap, =t, 3 


en el caso a) ¿=1, G, 8e obtiene de G, del problema anterior mediante la 
sustitución del factor 


„E EA 
e had por p Gatt +e Gag 
g4 
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en el caso b) ¿=2, Es se obtiene de G, del problema anterior mediante la 


_G-0 MC _@+) 
sustitución del factor e 4% por el factor l e ] 
+00 Qa 
Ta. u(r, p i) = | pap È 0, 9)6:0, 909, 049, i=, 2i 
0 v 


en el caso a) i=1, 
Gi (r, Q, ® y”, t)= 
+0 +o 


=2 Si { eTa S an (AP) I na (Ar) à da) sen HP gon 20. 
Yo ras _— Yo Po 
n=1 Po Qo 





en cl caso b) i=2, 
Ga (r, P P P e 1)= 


=+ S En { o; ETAL un (AP) J nn (Ar) À dà } cos E oin E 
T o Po 


O ab Po 
s para n Æ0, 

n=] 2 
para x=0. 


Si se utiliza la conocida relación para las funciones de Bessel 











+00 024 y2 a 
$ Pass a (r) 
0 
Re(Y>—1, [Argbl<—=», 
obtenemos; 
+o 4 p+r? ô 
-a3 OÍ TE r 
f eTM J nn (AP) I nn Ar) A daear A Ln (7) 
0 Po Po Po 
Por eso G, y G, se puede representar en la forma 
r24pa $ 
y tasg z t 
E ro nnp nap 
Gir PP P RA Laa (zar) sen —— Seno 


4 y 
hast ANE oo nng 
Ga (7, P, P, P's = m 2 3 wa (ir coia E a 


( E para n=0, 
Er = 
1 para n=0, 
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Indicación. Las soluciones particulares de la ecuación 
Pu 1 du 1 u 

E L A EE 

ĝt +; ar r 

las buscamos en la forma U (r, p, t)=W (r, t) O (q), exigiendo que en los 


casos a) y b) se cumplan las respectivas condiciones de frontera. 
En el caso a) esto conduce a las soluciones particulares un (r, XxX 








Xx sen ma y a=1,2,3,... y en el caso bh), a las soluciones particulares 
o 
ün (r, t) cos nup y n=0, 1, 2, 3. ... . En ambos casos un (r, 1) es la solución 
0 
de la ecuación 
cs C 
Ou Ou 1 du Q 
a (aon pi dun Ney) al > 0<r,t<-po, (1) 


La solución del problema inicial de contorno la buscamos en forma de suma 
de estas soluciones particulares: 


en el caso a) 
400 
np 
, P h= Y — ; 2 
u(r, P 1) 2 talr ) sen = (2) 
en el caso b) 
+00 
u(r, 9, )= Y) un (r, 1) 009 HE; (3) 
n=0 





Desarrollando f (r, p)=u |,_y en serie con respecto a sen 
nap 


n. 2 
2 enel primer 
Po 

caso y con respecto a cos 


iniciales para un (r, £): * 
en el caso a} 





en el] seguudo, hallamos las condiciones 


np 
Po 





2 
ün (T, 0) =fn El f(r, q) sen dg’; (4) 
0 


en el caso b) 


un (1, 0)=/n it k Hr, 9) cos 222. a, 20, 
0 
(4) 


us lr, O) =f mt! r, 9) dp. 
0 


La solución de la ecuación (1) con la condición inicial (4) 6 (4') acotada 
cuando r—>0, la buscamos en la forma 


+00 +00 í 
unt, = f | vne, DT pn AP) T pn (Ar) A dà p dp; 
ò E E 7 
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utilizando la integral de Fourier — Bessel — Hankel *) 
+0 +0 


1 
ra= f | PRODI AA dido. y>- 7. 
y 


75, La solución del problema de contorno 


du du 1 du 1 u 
.” E trar) 


0<P<, 0<r<+o, 0<t<4o, (4) 
u(r, 0, =0, WU to A o, 0<r<+wo, 0<t<+o, (2 


3p 
u(r, p, Q= (r P), OLP 0<r<+o (3) 
es: 
+0 
u(r, o 0= j ap | Ho, PGP. r, O, P, Pap, (4) 
0 Ú 
donde 


20 os 
2 
Gip r, g, P, Ja Xi ri ¿00 y Enea (OY ongin AD aaa} x 
0 


n-0 TS 200 
x sen LEn+ 1) 19" son Ln +0) > 
290 2Po 


76. u{r, p, 2, 1) = 


+o n 9 
= $ dl fo dr” fie W, O Gil P z r's ps b Dag’, i=l, 2; 
ü 


-00 0 


en el caso a) ¿=1, 


EA 
e e ba?t 

6 =——_G1, 

A 2a y xt i 

donde G, es hallada en nal problema 74; 
en el caso b) ¿i=2 

„L-I 

> har c 

2 AVE Vi "62, 


donde G, es hallada en el problema 74. 
ndtcación. Si utilizar la transformación de Fourier con respecto a z, enton- 
ces el problema se reduce al problema 74. 


*) Véase [42], págs. 459-500. 
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77. La solución del problema de contorno 





On Pu 4 du 
u (ra t)=Uy=const, 0<t<+4o, (2) 
u(r, 0)=0, roaraa o (3) 
es: 
+o 
Wa e PNE e, A di 
ai Nme f LEAF N nA (4) 
Ta 
donde 
K (r, A) = Jo (roh) No (rA)— N (A) ar» (5) 


Indicación. Utilizar la Lransiormación integral de Weber cou respecto al 
núcleo rK (r, A) sobre el intervalo ry S r < + œ, utilizando precisamente pri- 
mero esta translormación en la ecuación (1), obtener la ecuación para la imagen 
de Webcr de la función incógnita 


+00 
u(i, = f u{r, rK (r, Yar, (6) 


To 


luego, una vez hallado y (A, t), utilizar la fórmula de ¡aversión de Weber 


+o . 
T LO. DAK (r, Aa. 3 
A m 


ro 


2. Construcción y utilización de las funciones de influencia 
de los manantiales puntiformes instantáneos de calor 


78. Indicación. La validez de la afirmación se verilica mediante la sustitu= 
ción directa de la función u (z, y, z, t) = u, (£, t) uz (y, t) ug (z, t) en la 
ecuación (1) y en la condición inicial (2). 


(a 34 Y 184 (2092 
79. Cl == e hast X 
À ad 


Indicación. Si en el problema 78 se hace j; (z) = 5 (2), deb ) = ô (y) 
fz (z) = 6 (2), entonces directamente se obtiene que la función de in. lencia d i 
manantial puntiforme instantáneo de calor para el espacio — œ < z, y, 2 < 
< -+ oo es el producto de las funciones de influencia de los manantiales punti- 
formes boe de calor para las rectas —oo < z < +0, —0w0 < y < -Ho, 
—0 XL 1<X -“-00, 
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80. u (z, y, 3 = 


4 to. DA AE 
Sora raži FÈ, N, tdg an di4 


f +00 
Haya ar) Je 


EM NGN 
xe EA FE, m b Dddd (4) 
Indicación, La fórmula (1) se puede obtener de una forma completamente 
elemental, pero no estricta, utilizando el sentido físico de la función de influen- 
cia obtenida en la solución del problema 79 y considerando la temperatura bus- 
cada u (x, y, z, t) como la suma de las acciones de los manantiales elementales 
instantáneos, distribuidos en el momento inicial de tiempo con la densidad 
T: e Y, 2), » los manantiales de actuación continua, distribuidos con densidad 
T, y, 2, 1. 

La fórmula (1) puede ser obtenida también mediante la fórmula de Green 

análogamente a como se hizo en la solución del problema 68 del cap. MI. 


81. a) Gi {z, Y, Z, È h, E, = 


DH - ma-t RA MAA, 
= 1 i a?i —e —hka2t ] 
— NT 
(2a Y 7t) 
b) Gz (z, y, 3, E, h t, t)= 
(DI n+- (CA VA LN 
a 1 G haat ds Ta?! ] 
Qa VY 
c) Gs (2, y, 2, E n 5 = 
AD M4 EY OA A 


ms 1 š Jar +e Gazt E 
(2a y nu)” 
+00 y MIRA 
—2h f ee hatt do]. 


ñ 
82. 9) u(x, y, 2, t)= 
+o +00 +æ 
= $ di f dy RIT t $) Gi (2, Y, 2 È Y > d+ 


y 
-00 - 0 


+ 0 
de | È OG, n 96i (z, v z, E, m 0 0d 
+0 


1 
te 
t +% i 
+ f dt f ak $ f P (È, n, b T) Gi (2s 4: 2, § h h +—1) dE de» 
0 ü =% 
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b) u (7, y, 5, t= 
+ -+o 


a È È FE m DG 12 Em E Da an 


Jal 

1 +00 

a? $ dí [foe Nr T) Ga (Tı Ys 2, Ës Nr 0, t— 1T) dé dnt 
0 


— 00 


+a nfa zifre N, br I) Ga (Ts y z Es nm E td dn» 


0 
e) u (z, y, $% t= 
+œ +00 
= Ja t f È 16 m DOl yz B m t aant 
y A 
that È ae | È OG, n Gato 92 Es m1 0, Ban 
0 -00 
t +o% 
tja $ a jjrom E 1—0) d$ un 
0 


83. Indicación. Utilizar el método propuesto en la indicación al pro- 
blema 79. 


84. a) G (z, y 3 5, 9» 5, )= 


aa- aaa 
4a? < 





_G-E42n 3 GA4t+2n 192 
= VA (o asg =p har ) 
(2a y xt Es 
EH y n)? 
ED ds 
e 4 2 S a AZ sen nx 
- --——_—_———— a —— a 
laya 2" A q 


b) G(%, Ys 2, Er M Es 1) 
ED aw 4 
ali ( Erben? A) 
e - 


e ye kari 


=y A 


n= oo 


_E-DA-1)2 


Tat ME 


A A a), 


n=0 
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0) CL hz, E, HD Dd H= 


AMA pw 


PPETI (1 -E+2n 012 124 $ 2n1 8 
è SES E 
HA —1y” (. kutti 0 Anži ) = 
aoar A 
(2a y ni) E 
(E (ym 
A ——— +00 Yat DN n? 
e hatt 2 5 S, rpi az (2n +1) xt 
“Va TA ERA ” 


n41 
d) Gliti pos t- 
-i+liy— mt 
“Va (2 DIF) TZ XK 


X(n COS Anr -+h sen Ant) (Àn COS Ang -+h sen Anë), 


å En ER 2I— h? 
Za son las raíces posilivas de la ecuación ctg ii — 


21h 
85, a) €, (2, Y, 2, “y”, 5”, l)= 
(2-22 
o Tan +e ( acento y ) 
o hatt att 
me Zorns > e —e SE 
(2a y xi) n, k= o0 
(Uy +2ht2)* Men 2d? 
x LE hit RÉ hatt ) 
D) Cala, y, 2,2%, y, 2, = 
(2-23 Pe a i 
e a 5 ( (Ga 21192 (Xx e 
ån? 1 hnz1 
AAA E ve X 
a 
(a Va) n, k=- æ% 
_ (v-y'+2hta)? _ Wty’ +2zite)a 
ah hatr +e butt ) 


Indicación. Utilizar la afirmación formulada en el problema 79. 


1 ue ( apa er RN ) 
86. a) Cava > e att =8 4021 x 


k, m, n=- o0 


( _U-V+2mip (ur +2 mi 
Xve ¡e 


hatt E hati 
( _ Az +2n139 _ Arz +2ni3l 
xle Aut =E 4adt L 


b) G; se obtiene de G,, si en todas partes entre las paréntesis delante de e 
«se coloca el signo más. 


Indicación. Véase la indicación al problema anterior. 
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87. a} G (r, P, 3, T's, Ç’, Z's H) = 


tjž4rè4r’ Jyp? Dh EE 
ne Y L 2er cos (992% 2) 
A 4a?t 
Sl 2a Vx)? |e 
(2a 7t) 50 


, yy TE 
2rr' cos (o +4 +2) ) 
6 balt . 


DC, p,20= 
= (a y uy a s 4 sE 

2rr" cos (oro + E) ) 

He azi $ 


Indicación. Sea que el manantial instantáneo está en el punto Py con coorde= 
nadas (r”, y”, 2”) (fig. 48). Construimos consecutivamente: la reflexión simótri- 
cea P, del punto P, con respecto al plano 7, después la reflexión simétrica P3 
del punto P, con respecto al plano 17, luego Ja reflexión simétrica Pz del punto 





Pa con respecto al plano 7, etc., colocando en el caso a) en los puntos con los 
números pares los manantiales instantáneos de potencia unitaria positiva y en 
los puntos con los números impares, los de potencia negativa; en el caso b) en 
todos estos puntos se colocan los manantiales instantáneos de potencia unitaria 


positiva, Tenemos: 
Z AOP =—9' LAO0Pj =y +5, L A0P3 =— (+25) a 


, Tn . n 
LA0P} =p +4, LAOR =o), 
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2 AOP =p+o E, qn 


š n 
2 40Pzn =| +2 m- 5]. 
Los puntos Pam-1 Y Po son simétricos con respecto al plano ZJ; en efecto, 
LAOP ama — 2 (+- y) = q" — 21. Es fácil observar que con el arreglo 


indicado de los manantiales, en los casos a) y b) las condiciones de frontera 
sobre los planos I y ZZ serán cumplidas. 
Observación. El método de reflexionesjya es inaplicable para una cuña con el 


ángulo de abertura =, donde n y m son números naturales primos*). En el 


caso de una cuña con un ángulo de abertura arbitrario po las expresiones de las 
funciones de influencia para las condiciones de frontera a) y b) fueron obtenidas 
en la solución del problema 76 de este parágrafo (véase también el prablema 74). 


Si pọ = z , donde m es un número natural, entonces la expresión (obtenida me- 


diante el mótodo de reflexión) de la función de influencia puede ser transfor- 
mada en la expresión en la solución del problema**”). 

88. Colocando el origen del sistema esférico de coordenadas en el centro 
de la esfera, obtenemos 


u= Lo (rat it, (1) 
donde 
1 _ (r-r)? Aee 
RR O Gast ] 2 
+ de Snarr” y nt e) 
se denomina función de influencia del manantial esférico de calor. 
Indicación. Resolvemos la ecuación 
u (E 2 %u crat, Ota- oo, (3) 
01 ori Tyr ðr J’ i G 
con las condiciones iniciales 
0 para 0<r<r', 
u (r, 0) = HAT para r<or<r+adr, (4 
0 para r'+dr <r<+o, 


después, en la solución obtenida pasamos al límite cuando dr' > 0. La solución 
de la ecuación (3) con la condición inicial (4) mediante la sustitución v (r, t) = 
= ru (r, t) se reduce al caso unidimensional y v (0, t) = 0, dado que u (0, £ 
es una magnitud acotada. 


4 tes JE s 287] 
9. s t) = m 2 haa _ dati 
A Pta 2ar y at fe FS) Le pe 1 + 
1 t ge T LS (rue pe A 
A. aas 2 UU IT) 2, at T Ze 
a f EE j EJE, 1 Le e 


*) Para més detalles véase [41], pág, 185. 
+=) Véase [41], pág. 184. 
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90. 
—L-6(r, r’, t), í) 
donde 
+00 
Sk, ri, d= f e (hr) Jo (Ar) 
0 
4 ri4r!2 ; 
a "art rr 
Xd dim e n (r) (2 


se llama la función de influencia del manantial cilíndrico de calor. 
Indicación. Resolvemos la ecuación 





du a f 2u 1 du } å 
g S UND Fr J’? 0O<r<po, 0<t<+4o, (3) 
con la condición inicial 
0 para O<r<r', 
Q P , , 
u(r, 0)= Bar dr cp para r <r<r' tdr, (4) 
0 para  r4dr<r<+o 


y después, en la solución obtenida pasamos al límite cuando dr' +0. Para 
r= 0 u(r, t) debe ser acotada. La solución de la ecuación (3) que satisface la 
condición inicial (4) y que sea acotada para r = 0, la buscamos en la forma 


+00 +00 
ut, = | f Uio DIADA hah pap 6 
b 0 


Véase también la indicación al problema 74, 
2 +% 2 


PRE AN E 
e A ir, (e) a 
0 


94. u(r, t)= 





ra 
b e Tanet) 57 -mE -E 
AAA at A O ES 
va a Y | Ef E T) e lo (a ) as. 
0 
92. La función de influencia para la ecuación 


= =D Au—o grad u 
es 
C( Y, 57), y,» A 
(2 y Di)” 


rt DH y vt VA aval 2 
Xe 4Dt , (4) 
donde Vya Var Vy son las componentes del vector v en el sentido de los ejes z, y, z 


y z', y”, z', las coordenadas del punto en que estaba el manantial en el mo- 
mento t = 0, 
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Indicación. En el sistema de coordenadas que se mueve junto con el medio 


la ecuación de la difusión toma la forma = == DAu. Escribiendo la expresión 


de la función de influencia en x] sistema móvil de coordenadas y regresando al 
sistema inmóvil, obtenemos (1). 
03. Para el manantial con las coordenadas (0, y”, 2') tenemos 


UY OH 2 208 





Gir y 2 y. E TTE e 
r , v 
94. a) Glz, y, z N’, =D XK 
MU DIN di dC 
4 D D 
[ A UE j 
xXLe +e > 
(u—-u +2 0% a Mu ++) 
ue y D 
h Gq Yo) Sae —e dd ] 
Y (A p, 2. y. ? Daz e » 
3G ÁS 
e) G(x, mv Dnr % 
t W-wa) -Luy Vlz) 
[ ¿Lo a 
xLe 2 +. p — 
t+) 
+00 y EA 
—x 
— 2h f e s sul. 


PE 
- U(Y) y, 7, tj e 20 (E= 07 x 
A OMA 042 
xe 4D) dz. 


te 


Indicación., Buscamos la solución de la ecuación 
ĝu á e a du 
a Y ay? a Faz F }+ 
+4 (9) 8 (= — p (8) ô (u — Y (19) 6 (2—x (1), (1) 





cun la condición inicial 


u |, _¿=0, (2) 
5 es el símbolo de la función delta impulsiva. 
Us FA-To yr —Tg 
( E A a e E! 
AG. ufr. t) o (7) o (5) + 


==: y? (r+ro)2 
U Di ( TO a) 
al de o e O 
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donde 
z 
D (2) == j Pa. (2) 


Indicación. Si se utiliza la función de influencia del manantial esférico: 
instantáneo hallada en la solución del problema 88, teniendo en cuenta la se- 
mejanza de log problemas térmico y de difusión, entonces la solución de la 
ecuación 


ĝu ôu , 2 ðu 
=D EE) » U<r,t<+oo, (3) 


que satisface la condición inicial 








u(r, 0)=f (r), 0<r<+o, (4) 
puede ser representada en Ja forma 
00 
u(r, i= f j (r) G(r, r’, ) 4ar?dr”, (5Y 
D 
donde 
rr oj2 Ar 
Cír.r”,t)= z [. SD e “2 T (0) 


8nrr” Y aDt 
El problema se puede resolver también reduciéndolo a una barra semiaco- 
tada mediante la sustitución v (r, ()=ru, (r, 1). 


E E 


D) u (x, y, Z, =u (VEF yt Ez). )—ù( Vem FE] R , t) 


donde ù (r, t) es la solución del problema anterior. 





u ro ri4y!2 
98. ulr, D= fe TDR (ir) ai (1) 
0 


Indicación. Si utilizar la función de influencia del manantial cilíndrico 
instantáneo obtenida en la solución del problema 90, teniendo en cuenta la 
semejanza de los problemas térmico y de difusión, entonces la solución de la 
ecuación 

1 = 


J =D Prys > &ra+o 0<i<-0, (2) 


que satisface la condición inicial 


u(r, O)=] (7), 0<r<+o, (3) 
se puede representar en la fo ma 
+00 
u(r, t)= f Fir)G lr, r”, t)2nr dr”, (4) 
û 
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donde 
4 atra Š 
. te 4Dt rr f 
A E T lo (zp: ) . 6) 


99. a) u (z, y, t)=u (V EF, t)Hu (V EF aF , t), 
b) u (z, y, h=% (V Er F, t) UV EFE, t), 


donde Ù {r, t) es la solución del problema anterior. 
100. La solución del problema de contorno (fig. 49) 
all _ (2H, 0H a BR, 
A e et 
0<y t<+4o, (1) 








Biz, y, 0) =H,=comst, —o<z<-+po, 0<y<+oo, (2) 
Hi —a<zx<0, j 
H(x,0,)= 0<t i 3 
wiaty parapa] VS o 
es: 
= Y E IAH == MEGA ls 
Berant mo (77) py Pa » ( an )] 
n24y2 
{Hi Hav [- zast dn 
7 MES" 


Indicación. Construir la función de influencia del manantial puntiforme 
instantáneo para el semiplano y > 0 con la condición homogénea de frontera de 


H 





Fig. 49 
primer género para la ecuación (0 y después representar la solución del proble- 


ma o (2), (3) mediante esta función del manantial. 
101, Para el flujo buscado q (t) obtenemos la expresión 


t -= t 
— hu, (To mato a d f { va em] 10a) dt 
0 








n dt a yisi" 


*) Véase la solución del problema 8. 
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Indicación. Mediante la sustitución v (r, ł)=ru (r, t), donde u (r, t) es la 
temperatura del espacio, pasamos al problema: 


ôv ĝ?v 
E Ar T Ti <T<+o, 0<t<+o, 


v (r, 0)=0, Tar <+, 
v (ro t} =T9 (t), 0<t<-+o, 


e pe =-—290+00), 0<t<+0, 


donde q (t) es la función buscada. Después, como en los problemas 95 y 96 $ 2 
cap. HI, resolviendo la ecuación integral de Abel, hallamos g (t). 


9 -0942 
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Capítulo VI 
ECUACIONES DE TIPO HIPERBÓLICO 


$ 1. Problemas físicos que conducen 
a las ecuaciones de tipo hiperbólico; 
planteamiento de los problemas de contorno 


1. Por coordenadas de Lagrange*) de una partícula tomamos sus coordena- 
das cartesianas x, y, z, en el estado no perturbado. Sean las coordenadas carte- 
sianas de la partícula, en el estado perturbado, iguales a 


ļ{ = z + ud) (z, Y, z, t), 
n= y 4 u® (r, y, 3, t), 
t= z4 u (r, y, 2, t) 


El vector u = iu +- Er + ku caracteriza el desplazamiento de la particu- 
la del estado no perturbado x, y, z. El vector de la velocidad de la partícula es 


iv =t = iu) ju ku = i00) jo) 4 kol), 


donde el punto colocado encima representa la derivada con respecto al tiempo, 

El potencial de las velocidades y el del desplazamiento se determinan por las 

igualdades 
grad U = v, grad Ọ = n, 

cada uno con exactitud hasta un sumando que es una función arbitraria del 

tiempo. La perturbación de ła densidad py la perturbación de la presión P se 

determinan como antes**). Cada una de las magnitudes 


P, P, P: P: U, b, wi, viņ i= 1, 2, 3, 
en el supuesto de que las perturbaciones sean pequeñss, satisface la ecuación 


Uy = a? (uyy F Uyy F tz) (1) 


donde a? = kPt; k = 4? es la razón del calor específico con respecto a la pre- 
Cu 
sión constante al calor específico a volumen constante; pa = const y pe = const 
son, respectivamente, la presión y la densidad no perturbadas. Las condiciones 
iniciales se escriben en la forma 
u (z, y, z, 0) = f (z, y, 3), Ut l(x, y, 2 0) =F (zx, y, 2), 
—0 < 2, yy 2< Fo. 


Cada una de las magnitudes P ps U, D, ©, u puedo ser expresada por cualquier 
otra de estas magnitudes mediante las relaciones 





p=0%p, (3) 
Plt p=, (4) 
*) Para más detalles sobre las coordenadas de Lagrange véase el problema 


4,54, A n. 
++) Véase el problema 4, $ 4, cap. Il. 
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PD + P=0, (5) 
e=grad U, (6) 
u=grad 0, (7) 

LA 
ps (8) 


Indicación. La ecuación de continuidad en las coordenadas de Lagrange se 
puede obtener examinando la deformación del volumen elemental AzxÁAyAz 
y teniendo en cuenta ps su masa queda invariable; el coeficiente de la deforma- 
ción del volumen es el determinante de Ostrogradski («el jacobiano»). La ecua- 
ción al ser lineal se vuelve adiabática y las ecuaciones (4 y (5) se deducen del 
mismo modo que las correspondientes ecuaciones en la solución del problema 4 

4 cap. IL 
$ 2. Sobre el plano que acota el semiespacio en examen deben cumplirse 
las condiciones de frontera 


de _ 6p_0U_ 0 0 i 
a) In = on n on =0, donde an eS la derivada según la direc- 


rat, Pop, Po y de 
V dt, ra PoV. == V, donde Y (£) es la 


proyección de la velocidad del plano sobre la dirección elegida de la normal 
a que corresponde” la derivada Z a 

3. Las magnitudes de una parte de la superficie E están marcadas cun el 
índice £, de la otra parte, con el índice 2, Sobre la superficie Y deben cumplirse 
las condiciones de frontera 





PorU i = PogU 2» (1) 
3U _ 3U 
Tn on? (2) 


donde Ze significa la derivada con respecto a la dirección de la normal a la 


superficie E; Pp Y Poz son Jas densidades no perturbadas de los gases. 
Indicación. La condición de frontera (1) se obtiene mediante la igualdad (4) 
de la respuesta al problema 1. La condición de frontera (2) expresa la conserva- 
ción de la frontera de separación de los gases (la igualdad de las componentes 
según la normal de las velocidades de las partículas de ambos gasos adyacentes 
en un mismo lugar a la superficie Y). 
4. Para la desviación u (x, y, t} de las partículas de la membrana del plano 
del estado no perturbado {el plano XOY) obtenemos: 
Bu Pu , u 
sa ma (+37) - 0<t<+4o, (2,966, (1) 


donde G es la región sobre el plano (v, y) acotada por el contorno T, 


u (z, Y, 0) = j/ (z, y) ut (x, Y, 0) = F (z, y) (z, med, (2) 
ulp=0, 0<t<-+o0*) (3) 


*) La deducción más detallada de la ecuación (t) véase en [7], págs. 39-42, 
g" 
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5. La ecuación (i) en la respuesta al problema anterior se debe sustituir 
por la ecuación 


Pu u , u Poa $ 1 
tl) p u dz dy, (1) 


donde q; es la velocidad de la pronagacián de Jas ondas transversales en la 
membrana; pı, Ja densidad superficial de la membrana; Qg, el volumen del reci- 
piente; po, la densidad no perturbada del aire; ag, la velocidad de la propagación 
de las perturbaciones pequeñas en el aire. 

Indicación. En virtud de la condición ay > a, la presión del aire encerrado 
en el recipiente al calcular las fuerzas que actúan sobre un elemento de la mem- 
brana, se puede considerar independiente de las coordenadas del elemento en 
examen de la membrana y determinado por la variación general del volumen 
del recipiente como el resultado de la flexión de la membrana. 

Observación, Si la velocidad de la propagación de las perturbaciones peque- 
ñas en el medio ambiente es considerablemente menor que la velocidad de la 
propagación de las parturhacionss en la membrana, es decir, si ag < a,, entonces 

a reacción del medio sobre cada elemento de la membrana se determina por el 
estado del medio en la proximidad inmediata a este elemento. En este caso la 
ecuación de las vibraciones de la membrana*) puede ser escrita en la forma 


ĝu Pu , u Po du 
tata) E 


M1 0” 
2 
6. {iton »} U=aAU, a) 


donde U es el potencial de las velocidades de las partículas del gas excitadas por 
las perturbaciones pequeñas, d0y= ivj® + jog? + keo50, el vector de la velocidad 
del movimiento del medio, el operador (vo, V) se detormina por la relación 


ð 


0 ô 
(0 Nao g t yT a? (2) 


y el potencial Y se considera como una función de las coordenadas (x, y, 2) 
del punto plo y del tiempo + en el sistema inmóvil de coordenadas con 
respecto al cual el medio se mueve con la velocidad o); con otras palabras, 
U se estudia en las coordenadas de Euler **). 

Si cl eje z coincide en dirección con el vector vo, entonces 


(00, V) =D 2 


y la ecuación (1) toma la forma 


au, uy PU (00, 00, 0 ; 
dr Td { TS ) . a) 


Iguales ecuaciones tienen lugar para la densidad y para la presión. 


*) Véase [38], pág. 224, 
**) Para más detalles sobre las coordenadas de Lagrange y de Euler véase 
el problema 4, $ 1, cap. Il, 
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Indicación. Primero se deben deducir las ecuaciones básicas de la hidrodi- 
námica en las coordenadas de Euler 


du* o 1 
— «|-(0*, V) v* = — T grad p, a 
op li 1-0 
a Fiv(0*)=0, (4) 
c 
PI) Ms mL, 65) 


9" =p 5 v, P = P + ?. P= Pt, p, donde v* es la velocidad total («abso- 
luta») de las partículas; Yo, la velocidad del desplazamiento; v, la velocidad 


relativa y las magnitudes po, Po, p, p se determinan del mismo modo que en el 
problema 1. El hecho de que las ecuaciones (3), (4), (5) se vuelvan líneales y la 
eliminación de p y p, conducen, n la ecuación (1) de la respuesta. 

La ecuación (1) puede ser obtenida también por el siguiente procedimiento, 
En el sistema de coordenadas (0”, x', y”, z'} que se mueve junto con el medio 
y que coincide en el momento ¿= 0 con el sistema inmóvil (O, x, y, z) para el 
potencial U = U (2, y”, 2, t), tendrá lugar la ecuación 


mu 





PU ôU U 
CE ae E Y. 
01 ” ðr? T ĝy? + ĝ2? ). (6) 


El paso de las coordenadas de Euler (z', y”, z”, t} a las coordenadas de Euler 
(e. y, 2, t) transforma la ecuación (6) en la ecuación (1) de la respuesta, 





7. Hacemos coincidir el eje Oz del sistema rectangular cartesiano con la 
arista de la cuña de modo que la cuña sea simétrica con respecto al plano x0z 
y la dirección de la velocidad del flujo corriente vy coincida con la dirección del 
eje Oz (fig. 50). El ángulo de abertura de la cuña lo denominamos por 2e, Puesto 
que en el caso dado el potencial de las velocidades V, v = grad U no depende 

e z y de t, entonces la ecuación (1”) de la respuesta al problema anterior se 
lleva a la forma 

U 1 ou 

da ML Gya w 
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doude M = 2 > 1 en virtud del planteamiento del problema (la velocidad del 


Slujo corriente es mayor que la velocidad del sonido). La ecuación (1) tiene Jugez 
entre la superficie de la cuña y la onda de interrupción (discontinuidad) débil*). 
Sobre la superficie de la cuña tenemos: 


ðU ðU 4 
i= (ati) tge para y=rige, (2) 


Sobre la onda de interrupción débil 
U=0 para y=zxigu, (3) 
4 
donde eee 


8. En el sistema cilíndrico de coordenadas, cuyo eje Oz coincide con el eje 
del cono (fig. 51) para el potencial de velocidades U = U (r, z) obtenemos el 





problema de contorno 


E MEVA r 1) 


RE j E ou 


entre la superficie del cono y la superficie de la onda de interrupción (disconti- 
nuidad) débil 


ou du 
(otr) tee (2) 
+) La onda de interrupción (discontinuidad) débil separa la región perturba- 
du de la no perturbada; sobre la superficie de la onda de interrupción débil el 


potencial Ų y sus derivadas de primer orden son continuas. Para más detalles 
véase [15], 
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sobre la superficie del cono, es decir, para r = 2 tg a; sobre la superficie do la 


onda de interrupción débil 


U=0. (8) 


9. Para £ (zx, y, t) obtenemos el problema de contorno 


9% ft 
Tee (FTE), 6) 


at=gh, y os la aceleración de la fuerza de gravedad; 


Elx, y, d)=f (z, y), tz, y, 0)= F (z, v)» {2) 
Z0 sobre la porod del estanque, (3) 


donde 2 es la derivada con respecto a la dirección de la normal a la pared, 


Para el potencial de las velocidades horizontales U (x, y, t) obtenemos el 
problema de contorno 





U RU, eu y 
ao (atar). am (1) 

U (%, y, O) =$. (2. Y, U: {x, y, 0)=F, (z, y), (21) 
DU a =0 sobre la pared del estanque. (35 


Indicación. Obtenemos primero: 
la ecuación de continuidad 


=—div w, 


els 
a 


donde w es el vector de la velocidad horizontal; 
In ecuación del movimiento 


ðw Op _,0p, 
e — grady p= —i => 2% Í ay? 

la ecuación que expresa la presión en el líquido a una distancia z del fondo 
del estanque 


P—Po=80(4+L£—2), 
y dospués se realizan las eliminaciones necesarias (véase también la solución del 


problema 1). 
10. La ecuación del potencial de las velocidades horizontales toma la forma 





PU PU PU 1 ô 
IÓ e +3 Ar a =gh. (0) 
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Las condiciones iniciales y de frontera se formulan como en la respuesta 
al problema anterior. 


Pu _ 00% xy, O 
q CEA APA Tt 
y Ox 00y Ot: 


Pp gt = dx T öy z +Y, 


w _ Trx Trzy 007 


Na as F dy +7 +2 











donde O, Tays Tx Son las proyecciones sobre los ejes de coordenadas del vector 
de la tensión que actúa sobre el área perpendicular al eje zx; análogamente se 
determinan Tys, Oy, Tyz Y Tzxo Tay, 02; Con esto las Oy, Op, O, se llaman ten- 
siones normales, y Tyy, Txzs Tyz» los esfuerzos tangenciales o las tensiones de 


rompimiento; X, Y, Z, las proyecciones sobre los ejes de coordenadas del vector 
de la densidad de las fuerzas volumétricas. 

12. Indicación. De las ecuaciones del movimiento obtenidas en la respuesta 
al problema 11 y de la ley de Hooke dada en Ja nota 2)al problema presento, 
no es difícil deducir las ecuaciones siguientes para las componentes del vector U; 


en 908 
Pr MUA) ¿AX 

0? 00 
PA PY, 


ar 98 
Pa 7180 + (44) J tZ 
donde 8=divU. 


14. Umi (Li j (2-2) y pla Y > 


0 9,0 i 
m0 {FEAE +r e n d 


2 9 


Pr, (o y, 2 y Fa (2, y, £) son los términos independientes que se obtienen del 
vector de la densidad de las fuerzas volumétricas. 


Tyx 003 (1, x)-4-0, Cos (n, y) + Ty, cos (n, 2)=0, 
Tzx COS (A, 2) Tzy COS (1, y) 4-0, cos (n, 2)=0, 


15. a) Ox 05 (1, 2) HTzy Cos (1, y)--Ty2 cos (n, 2) =0, ) 
(1 


donde cos (n, zx), cos (n, y), cos (n, z) son los cosenos directores de la normal 
al elemento de frontera examinado, 


b) U=0, cs decir, u=0, v=0,w=0, (2) 


Tomando el plano zz por la frontera y dirigiendo el eje y al interior de) cuerpo, 
en el caso del problema plano*) obtenemos las expresiones siguientes de las 


*) Véase el problema 14, 
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cendiciones de frontera: 














i ap op Pep a 
2 te — 952 = 
a’) [e lo) BP], ay 
ae ay obj a 
[2 dx dy + oy? 72), =0 
i Wn E om TENT 
b’) [z +a lah a a S 


donde q y y son los potenciales que figuran en la respuesta al problema ante- 
rior. 

Indicación. Los primeros miembros de las igualdades (1) son las proyeccio- 
nes sobre los ejes de coordenadas del vector de la tensión aplicada al área con la 
normal n”). 

16. Para el desplazamiento radial u (r, £) de la partícula del tubo, que 
está a la distancia r del eje del tubo obtenemos 





Pu du , 1 du u , z 

O (0) 
donde r; y ra son Jos radios interior y exterior del tubo, am AE, e, la 
velocidad de la propagación de las defurmaciones longitudinales, 


du , En ĝu ds j 
[r E T he], =0, [r dr |- mu | 0 Oat, (2 


u (r, 0) = p (r), E, 
u(r, 0) =p (1), 0<r<Trq 


17. Para el desplazamiento radial v (r, 2 de las partículas de Ja capa esfé- 
rica, en las condiciones del planteamiento del problema obtenemos: 


(3) 








9? ð? 2 ð 2 
amea atra aSr Octo, (1) 


a? tione el mismo sentido que en ol problema anterior, 


ĝu u _f{—p(ù para r=r,, A 
0420 241 E=(7 o (2 
u (r, 0)=0, å 


18. Para los desviaciones transversales de los puntos de la placa desde 
la posición no perturbada, obtenemos la ecuación 


a 


dtu on =a pz, H, t) Mm 


9%u $ ( gro Pn. 
lata 


*) Para más detalles véase [26], págs. 17-18. 
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donde a" E, el módulo do Yuung; —», el cosficiente de Poisson, 
2h, el espesor de la placa; p, la densidad de masa de la placa; p (z, y, t), la 
fuerza transversal que actúa sobre una unidad del área de la placa. 

Si la placa está sobre una base elástica, entonces 


Pu g'u du ĝiu k 1 
¿LA AO E E a 1 
an ke (5 +2 üzr? gy? F gy* ) * 2hp * 2hp pi Y t), (9 


k es el coeficiente de la elasticidad de la base*), 
Nota. El conjunto de Jos términos entre po es cómodo escribirlo 
en la forma AzAgu, donde Az = div grad es el operador de Laplace sobre el 


plano. 
üu atg t ð 1 09 y2 
1% A a 
u=0, 0<r<rpy 0<09<2x, 0<t<+ o, (1) 
u (r, p, =F Ph uir p OSF p) 0<r<ro 
OSES, (2) 
u (ro P, i) = u, (ro P, =0, 0O<p<2an, 0<t<+o. 3 
“0. En caca esféricas con origen en el dipolo con el eje 8 Y 


«dirigido según el dipolo, obtenemos el problema de contorno 


PH y <= (UA 1.30 [ A g 





(son 0o |}, r>0, t>0, (1) 





on r dr 72 y | sono 90 
Mi li=0=0 para  r>0, (2) 
ôl — __ SaMo sen V S 
AAA para r>0, (2) 
EN My à son U t > 
Hol 0 =— ~as S0” Ot son para ł>0. (3) 


Indicación. Utilizar el sistoma de ecuaciones de Maxwell en las coordenadas 
esféricas. En virtud de la simetría cilíndrica y de Jas reflexiones electrodinámicas 
elementales H, = Mg = Ho = 0 para t >0, 

Para t = () se tiene el campo electrostático excitado por el dipolo electro- 
stático de mado que Hylj=y = 0 y 


2M a cos Ô 
Er lino A 


Masen 
salta ~a. 


La condición inicin) (2%) la obtenemos de estas relacionos mediante la 
ecuación de Maxwell 


1 ð (rEg) DER Y 1 oli, 
r êr vẸ | CTE 


Por último, la condición de frontera (3) expresa la intensidad del campo magné- 
tico en los puntos tan cercanos al dipolo, que se puede despreciar el tiempo de 
la propagación de las perturbaciones (véase [17)). 


*) Véase el problema 10 $ 1 cap. Il. 
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$ 2. Problemas sencillos: diferentes métodos 
de resolución 


21. a) u(r, )= 


r+at 
O E í Ead A) 


r-at 
dondo las funciones q ($) y (E) son continuas de forma par para 5 negativos; 
b) Lm u(r, t)=atg' (at) +9 (at) + ty (21). (2) 
ra 


+ 


Indicación. La fórmula (1) se obtiene en el supuesto que u (r, t) quede 
acotado cuando r—>0. 


t r+a (1-1) 


1 
22. ut, =- far ES (E, 1) dí, 
0 r-a(t-T) 





donde f (E, Tų) es continua de forma par para los valores negativos de E. 
23. Con las condiciones iniciales a): 











[o, para 0< ar | 
bs = Vo g para DOT <ta ET ntr, Í para 0< r< ro 
| 0 para ner <t<+o0, j 
[° para oste ——— EA | 
u(r, 1)=)] Uy A para HL <A cen "| para r<r<+o. 
po para CE io, j 
Con las condiciones iniciales b}: 
[ue para <<, 
s A pas a 
u(r, 1)=] y AZ para IoT <t<o == ntr, para ÛÙ<T < To 
lo para HZ <i<+o0o, J 
e para ogir E, a*n 
u (r, t)=) y) ALA para << ntr, dl rr <+ 00 
Lo para DEL <1<+4o0. j 
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24, El potencial de las velocidades de las partículas del gas es igual a 
u (r, t) de la respuesta al problema anterior con las condiciones iniciales b), 
si se supone que Ug = —a? PL , donde al = kÈ, 


25. Sca U (r, t) la solución del problema *) para el espacio no acotado 
(véaso la respuesta al problema 23 b)); entonces 


a) u (z, y, z, 1) = U Ẹ, t) — U, t), 

b) u (z, y, 3 1) = U f, ) + U G, t), 
donde r = VEF F Eo, r= VEF F EF or. 

26. Sea U (r, t) la misma función que en la respuesta al problema anterior; 
entonces 


a) u (z, y, 2, t) = U (ri, t) — U (ra, t) + U (r3, 1) — U (ra t}, 


b) u (z, Y, % J= U (ri t) + U fra, i) — U (ra, tjm U (ra, i), 
donde 


rn=yV aF yy F Ee, r= y F F yA E o, 
ra VAF UF FEF, ra= VR FUF EF or. 


-e(1+) 


27. (r, e—a g(t)=0 para t<0. 
Indicación. q (r, t) es la solución del problema de contorno 
y as, (1) 
E lio = Pi lio = O, (2) 
jim 4, = q (9). (3) 
r> 


28. a) Sea que el manantial está en el plano z = zg y tiene las coordenadas 
polares ro, Da, O < Oo <Ż. Entonces, designando por q (r, t) la solución 


del problema anterior, obtenemos 





Š n-1 
Pl y z H= Y; (erk Deti, Dh (0) 

donde > 
ri=Y/ n4rj—2rro cos (0+0%+ Zka ) +a—20%, (3 
ri=/ 1418—2rr4 008 (00) 4202. (3) 


b) Sca que el manantial está dentro de la capa 0 < z < 1 y tiene las coor- 
denadas Za Yo, Zo, Ü < zp < 1. Denotando por ẹ (r, £) la solución del proble- 
ma 27, obtenemos: 


~ go 5 
eyz h= D rk DHE 0), (0) 


ko- 
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donde 
ri= Vr" FeFo 2D, (2) 
Ti= Vri F azak, (3) 


aquí r= V E T) F y Yo. 

Observemos que para cada valor de £ > 0 la serie (1*) formalmente infinita 
de facto se reduce cada vez a la suma de un número finito de términos, dado 
que 


rh 


a . 


p(rk, 2)=0 para a, Pirk, 1)=0 para t< 


a o q* E, md dn 
29. u” (z, y, )=- 77 {3 jf Var—p F 
p<a 


t 
16 mad (En, Y dgan 
+11 > +f dr f f EEN T 


A — E r 2 
yaro Ro Va (1 Pp? 
donde p= VE—H*=Fly— 1. 


å à che Y api 
30. u*(z, y, ==— (37 (E 7» —_— 2 Ed 
2na { ôt g n y an — 1 E n+ 
4 che yaaa e 
+] ]we n) yai d an+ 





t 
ZA] 

+f ar ff pe n o LEVEE T gan}, 

ù  pgii-r) Vap 


donde p = V(¿— E) + (y — n», si en la ccuación delante de c%u está el signo 
más; si delante de este término está el signo menos, entonces en la respuesta 
dada en todas partes ch debe sustituir por cos. 

Indicación. La solución de la ecuación 


Uy = a? (ugy + Uyy F uz), (1) 
que satisface las condiciones iniciales 
u |a = 0, ug limo = F (z, y) e3, (2) 
se relaciona por la relación 
U (Z, Y, Z, $) = ezu” (z, y, t) 
con la solución de la ecuación 
u} = a? (už, + uiy) + cèu” 
que satisface las condiciones iniciales 


u* lto = 0, u? le= = F (z, y), 
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lo que no es difícil obtener mediante Ja presentación de la solución del problema 

(1), (2) mediante la integral de Poisson*). Si en la ecuación ante e?u está el signo 

menos, entonces se debe realizar la sustitución u (z, y, Z, 1)=e'“%u* (z, y, t). 
31. Para el potencial de las velocidades u*(r, t) obtenemos la expresión 





0 para <£, | 
p 
u (p )= t= | (6) 
a { a ara iA | 
Ta ) yaoi a j 
E ù 
o la expresión equivalente 
0 para tS £, ] 
u (p, t)= Arech e | (2) 
-æ | cb] mm >, | 
ü 


o, si bajo la integral se considera gq (t)=0 para t< Ò 
+00 


u (P, j=- fe (Leg) di, 


dondo p= Y 224 yi si la recta sobre que están los manantiales so toma por 
el eje z. 
Indicación. u(p, t) es la solución del problema de contorno 





Pu . (Pu i du 

2 (F To)’ o<p<+o, 0<t<+o0, 
£ P ðu 

lim (20037) =00) 0< t <+, 


u (P, 0)=uy (p, 040, <p. 


Formalmente u (p, 1) en la forma (3) se puede obtener mediante el método del 
«descenso» (la integración con respecto a z entre —oo y +00) de la solución del 
problema 27; después no es difícil verificar que con la condición de acotación 
de 5 (t) la función obtenida de esta manera satisface todas las condiciones del 
problema. 

Observación, En e] origen de las coordenadas u (p, t) tiene la singularidad 
logarítmica con respecto a p. Usando la forma (1) para u (p, t} y utilizando la 
integración por partes y la fórmula de Taylor, se puede representar u_ (p, t) 
en la forma 

t 


1 os 
u (p, j=% (=£) TO | q” (1) In2(t—T)d1+81(0, t), 
D 


*) Véase [2], tomo Jl, págs, 553-554. 


www. FreeLibros.com 


VI, Ecuaciones de tipo hiperbólico 559 


donde e (P, 1) —>0 para p —>0. 


4 +00 
32. u(z, y, 9=-% Y» f a (1h ch) dí, 
kæi 0 


donde 
P= VES To HUS Pe= VCF nF US nA, 
Pa= V (z4r EUF, pa= V E tF UF. 


33. Para el potencial de las velocidades do las partículas del gas fuera 
de la esfera obtenemos la expresión 





-2 (:- =) AE 
r — 
e E A fama, ¿> %, 
U (r, )= 0 Tarao, 
0 pa 
a 3 
y fucra de la csfera, la expresión 
sen — r 
, le rA z 
U (r, t= 7 s > o A sen mt + 
— 08 — ry + sen — ro 
A a Yo a 
+ 
sen A 
HD Un SE een ahnt, VETO 0<t<4o, 
nm | 


donde An son las raíces positivas de la ecuación 
tg (102) = A, 
¡To 
f f O) sen (Anr) dr 
Ba ZA —Á 
sen? (Lar) dr 


wry A 


D w a wW 


w 
sen — r. 
i n 
—C0S — + — SN — Fy 
a a To a 


i= 


Observación. La expresión de U (r, t) para O <r < ro se obtiene en cì 
supuesto de que no haya resonancia, es decir, que X= 2 no coincida con ninguno 
de los valores propios A”). 


+) Acerca de la búsqueda de la solución en el caso de la resonancia véase el 
problema 134, $ 3, cap. I 


www. FreeLibros.com 


560 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


34. Sea que el centro de la esfera está sobre el eje Oz en el punto zo > ro > 
> 0 y el plano z = 0 es la frontera del semiespacio en examen. Entonces, deno- 
tando por U (r, t) la solución del problema anterior, obtenemos la solución 
del problema 34 en la forma 


u (z, Y, Z, H) = U (r, d+ U (ra t) para Tr, > Fo y 2>0, 
u (z, y, 2, 1) = U (n, 1) para 0 < ri < ro, 
donde r= V EFA 


PEE ra= 224 yd (24 zo). 
35. Para cl potencial de las volocidades obtenomos la expresión 


f (1-2) To 


: E 
PEN TE AA y. a —— 
FS div > para 1>—¿=) 


0 para 2, 


donde el vector 
ai fi 


art 
f= arge ro f V (1) sen “en. w de 
o 


Ú 


Tadicación. La solución del problema se puede buscar en la forma 


¡52 


r 


U=div 


La velocidad do las partículas del gas es 


v=grad y = MAL, SI n— naf) 


ar ar 
(n es el vector unitario según la dirección de r; el tilde significa la diferenciación 


de f con respecto a su argumento) satisface la condición de frontera v, = Vr 
para r = rọ de donde para f obtenemos la ccuación 


corr +10 rv (o. 


36. Para el potencial de las velocidades U provocadas por una perturbación 
pequeña y para la perturbación de la presión p obtenemos las expresiones 


: Yvo (y—z tg æ} 
U (z, y= paa? U<x<+o, rige <y<ztga, 
ne tga 
= a 
P Povi cigeFtga' 


Indicación. Para determinar Pp 50 dube utilizar la relación (4) de la 
respuesta al problema 1%), 


*) Se debe pasar en la relación indicada a las coordenadas de Euler y utili- 
zar el carácter estacionario del proceso y la pequeñez de las perturbaciones. 
Acerca de las notaciones véase la respuesta al problema 7. 
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. 37 U(rna= 


z z? 2 
a gat Fr tg a—1 


z ES 
+ tga— VE tea—1 





z3 1 2 
Y E tga—14 3 + tgz in 








= — e, —_— O 8 6, 
vta AZ 
2 y— yy — i 
O<zx<+o0, wega [lË <ctga, v= Bes, 
r tge 
ES a 
e v— Y 1 
Ply=x tg e™ Pov 3 Z T tga. 
Aaa AAA 
2 v— y *—=1 


Indicactón. Véase el problema 8; la solución de la ecuación (1) con las condi- 
ciones de frontera (2) y (3) se puede buscar en la forma 


Umar (7) ==. 
Para determinar p se debe utilizar la relación (4) de la respuesta al problema 4. 
39. Para establecer el potencial de las velocidades perturbadas provocadas 
por la influencia de la pared obtenemos el problema de contorno (en las coorde- 
nadas de Lagrange) 


A — Mi) ug uy = 0, —o<a<+o, 0<9<4, M=2, (1) 
donde a es la velocidad del sonido en el gas, 


Uy (2, 0) = Uew cos oz, —œ <z < -H œ, (2) 


a) En el caso de la velocidad subsónica del flujo 1 — M? > 0 la ecuación 
(1) es elíptica, 








Us ITTA 
z, y= —— m e-o VIN 
u (z, y) VIr: cos oz. 
b) En el caso de la velocidad supersónica del flujo 1 — M? < 0 
u (z, DA oo (2=y V M1). 


Indicación. En el caso elíptico la solución se debe buscar en la forma 
u (z, y) = u, (2) us (y) 


y en el caso hiperbólico, en la forma de las ondas de propagación, teniendo en 
cuenta que en el caso hiperbólico (supersónico) las perturbaciones pequeñas se 
propagan hacia la derecha de los manantiales de perturbación. La condición de 
frontera (2) se obtiene de la condición exacta de frontera 


(lane= (2) 
u+ ux} tront 1 dz) front 


despreciando las magnitudes pequeñas de orden superior, 
10—0942 
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Observación. Comparando las soluciones en los casos elíptico y hiperbólico, 
vemos que las perturbaciones provocadas por la pared ondiforme a la medida 
de alejamiento de ella (el crecimiento de y) en el caso elíptico se amortiguan 
rápidamente y en el caso hiperbólico conservan su amplitud. 

40. 














Uo para 0<t< 1, 

Y (r, 10=< Us (Ft aroson 22%) para e, 0 <fr < ro, 
0 para DE <<, 
0 para << =>, 

Pir, )=< 0D, (Fotarcsen a] para hcic tn, a A 
0 para = Lt <4oo, 


Indicación. Haciendo x= rcosQ, y =reenq, a=<c0s0, p = send, 
realizar primero la integración con respecto a 0 entre 0 y 2x1 y después efectuar 
la sustitución necesaria de la variable de integración; esto conducirá a la expre- 
sión (1) del planteamiento del problema. 


44. Indicación. Realizar la integración con respecto a z enlre —oo y -Hoo 
de las ondas esféricamente simétricas Li") y berin y luego efectuar 


la sustitución necesaria de la variable de integración. 
42. Resolución. Buscamos la solución de la ecuación 


en la forma u (r, t) = e" 19% (r); esto da: 
u (r, 0) = Ae (kr) + BH (kr) ei, k=, 


A y B son constantes arbitrarias*), u, (r, t) = Ae" 97, (kr), la onda cilíndrica 
monocromática estable que no tiene singularidades cuando r = 0, para r grandes 


n 
<r COS (1 
wr, iwa vz o) em, 
n V kr 
ug (r, 1) = Be "113, (kr) es la onda cilíndrica monocromática do propagación 
«divergente» que tiene una singularidad para r = 0. Para r pequeños 


u, (r, t) aB 21m (er) eto, 
para r grandes 
n 
— Í [Ar-0i -m 
O La 
2» ar x V kr 


+) Acerca ile las funciones Jy y HT? véase 17], págs. 574, 714, 725, 748, 
753 y otras. 
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Integrando la onda monocromática plana 


EG (2 E) 


con respecto al ¡ngulo 0 entre O y x, obtenemos 
rn 
eS i 3(9- vas o 
a lr, tj=g ®t faa 05 (0-4) ¿0 =2xe ita, (kr), ko. 
Ú 


Si se realiza integración sobre el plano de la variable compleja 9 a lo largo 
del camino L (fig. 52), entonces nos queda: 


mA (r, p=eci0t p cos 8 ¿ge t HD (kr). 
L 


44. Resolución, Tomemos como plano de separación de los dos medios el 
z = 0 (fig. 53). Las magnitudes correspondientes al semiespacio z < 0 las marca- 





Fig. 52 Fig. 53 


mos con el subíndice 1 y las correspondientes al semicspacio 2 > 0, con el subín- 
dice 2. Designamos las ondas incidente, refleja y refractada, respectivamente 
por i 
pi = Apel t-knr), 
qr= Ar CUPIO 
1 ESE , 
Pe = Age (Ost, 
o of O 6 
Aquí k, = ss kf = Y k = z Son los números de onda; 01, OP, (0y, las 


0 
frecuencias de las ondas incidente, refleja y refractada, a, y az, las velocidades 
de propagación de las ondas en el primer y segundo medios; n, n$, n, los vec- 
tores unitarios en los sentidos de las direcciones de propagación de las ondas 
correspondientes; el yectorr = (zx, y, 2). Sobre el plano z = 0 deben cumplirse 


10* 
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las condiciones de frontera*) 


Pi EPH PR = PF para z=0. (0) 
p, , PPr _ 0 

rr s ma = 

6 dd. Para z=0, (2) 


Consideremos el vector n, paralelo al plano x0z, es decir, 
n, = (cos ,, 0, cos yy). 
Escribimos ahora en la forma de coordenadas los vectores nt y nz: 
nt = [cos af, cos BP, cos yE3, 
na = [COS Az, COS Pa, COS Ya). 


Dado que las funciones de 1; e***, eY2*, eYa*, con la condición que v,, Va, Va son 
diferentes y linealmente independientes, entonces la sustitución de Pu Pf, pz 
1 


en las condiciones de frontera (1) y (2) conduce a las igualdades 
O0f=0,=01, 
* à 
k= she L, } 13) 
41 
cos Pf =cos f,=0, (4) 


es decir, los vectores unitarios nP y nr, también son paralelos al plano z0z, 
k, cos œ, = ky Cs af = kz COS Ogy ¡ (5) 

` I 
de donde se obtienen las relaciones conocidas entre los ángulos de incidencia, 


reflexión y refracción: «, = —af dado que la onda reflejada como y la onda 
incidente está en el semiespacio 2 < 0 


w 
coso ka 09 iL 
cog%y ky O a 
a] 
Si las igualdades que se obtienen como resultado de la sustitución de Qu, Př, Pa 
en las condiciones de frontera (41) y (2) simplificar por el factor variable común, 
entonces se obtienen las relaciones para determinar las amplitudes de las ondas 
refleja y refractada 
Pi + PAT = pzAz, 
k, cos yA, + k, cos yf A] = ka cos yz Aa; 


de estas ecuaciones, utilizando la igualdad cos y? = — cos y,, obtenemos 
At = P2k COS Yi —Prkg COS Ya y 
U Pak, cos p1-FO1ky COS Ya >” 
29,1 cos yr 
Paks COS Yı + Pika COS Yo 


45. Denotando por m, nf, na, al igual que en el problema anterior, los 
vectores unitarios en el sentido de las direcciones de las ondas incidente, refleja 





A= Ay. 





»”) Véase la respuesta al problema 3. 
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y refractada, obtenemos (véase fig, 53) 


cos aq, vi RE 
at=—a, —2 =P 99 == / 2 1 Va » n= 
1 





c 
COS lg Vs Ve, » 
donde c es la velocidad đe la luz en el vacío; e, y es, las constantes dieléctricas 
del primer y segundo medios (consideramos p 1). 


Indicación. La onda monocromática eleo mas iisa plana se puede repre- 
sentar en la forma*) 


E = p0) elt- hnr) H= Hoyilot-inr) 
Después se deben utilizar las condiciones sobre la frontera de separación de dos 


dieléctricos*). 
46. Representando la onda incidente en la forma**) 


E=GE,4 (0-2); 0,0), Hi=(0;Y €, Ejetot=hin, 9), 
obtenemos: 
E} ={E}t ORD; 0; 0}; Hf={0; — Vz Eget: 0); 
= {Ee NOt- R2), 0; 0); H,=(0; -Va Ee Ot-h:2), oh 
donde 








e. 1=w AZ Te 
RR E Y E 
$ 3. Método de separación de variables 


1. Problemas de contorno que no requieren la utilización 
de las funciones especiales 


a) Medios homogéneos 
47. La solución del problema de contorno 
un=a? (uzet uyy 0<2<H, 0<y<k 0<t<+o, (1) 








112 =9=41 ¿1 4] y=0= 8) yu, =0, 2 
u (x, y, 0) =Azy (1,—2) (la—Y),  ur(z, y, 0)=0, 
0<r<H. 0<y<lo (3) 
es 
ulz, n = ŽAR y 
(2m--1) nz (2n+1) ny 
to sen LEELEE uon <e 
ay En 
x 3 ; v mF iF 2— cos {ras V _—— =>. 
mM, N=! 


*) Véase [7], pág. 495. 
+*+) Véase [17], págs. 499-509. 
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48. La solución del problema de contorno 


u¿=0* (Ugg H-Uyy), 0<<hH, 0<y<h, 0<t<-+oo, (1) 
Ulx=o=4 1 =Y ly=0= "ly =, (2) 
u (z, y, 0)=0, ug(z, y, 0)=4zy (1,—2) (l.—y) 0<z2<IH, 0<y<k (3) 


es 








2 
u(z, y, q LAA x 
ia son CREI AE son Bat D son (nay E ED 
1 2 i 
x 2 FrEe Emp? y Cot 
¿n= A > 
49. u(z, y, 1)= 
S mnzp mix RIYO ray n 
nu $ a a a la {sen nat y TE 
Napl, la n p RAS: 
m, n=i TT 
1 2 


donde p es la densidad superficial de la masa. 

Indicación. Se puede hallar primero la solución, suponiendo que el impulso 
K está uniformemente distribuido sobre los entornos zy — £ << 2p + €, 
Yo e <y < Yo + E del punto (zy, yo), y después pasar al límite cuando 
e — 0%). 

Se puede también utilizar la función $ impulsiva de Dirac y formular las 
condiciones iniciales del modo siguiente 


u(z, y, 0)=0, — u(z, y, 0=% S(z— z) 8 (y— y), <r Kiy Ky <h- 


El segundo procedimiento conduce mucho más rápidamente al fin. Utilizando 
las funciones Ô, elegimos el multiplicador dei producto de las funciones $, de 
modo que el impulso total transmitido a la membrana sea igual al dado. 

50. La solución del problema de contorno 


up =a? {uzy H uyy A (z, y)senot, AO) (x, y A(z, y) (1) 
u zæ =% lemi =Y lym 4 ly=19=0» e) 
u(z, y, 0)=0, up(x, y, 0)=0, 0<zr<!l, 0<y<la, (3) 
es 
+o 
Š 0 maz nay 
u (z, Y, f= 2 Amn ( sen wtf e sen Omnt ) sen Em sen RI (4) 


*) Véase la solución del problema 101 $ 3 cap. II. 
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dondo 
ž 4 la 
A mI on Y 
Amn Lu ok] jeja (z, y) sen y n= dy, (5) 
ð 
m? n? 
ommna E, (6) 


con la condición do que la frecuencia de la fuerza impulsante no coincida 
con ninguna de las frecuencias propias w Æ Omn. Si 0=0. (i la resonan- 


E mono 
cia !)}, entonces 





+00 
u(x, y, )= >; Amn (suo: — sen o) sen HE son 
Omn h la 
m, n=1 
mma, 
nno 
A Montz noty 
+ Among (C0 Ot— Ot cos 01) son E 3en E? (7) 
donde Amn se determina según las fórmulas (5) y 
tá la pan 
ý ma nony 
Amm ETIS f dz $ A0) (x, y) sen THEE son TORE dy, (8) 
0 ld 
Observación, Si la frecuencia de O mn 29 múltiple, es decir, corresponde al 


valor propio múltiple, entonces en vez de un término resonante aparecerá un 
grupo de ellos en la forma indicada, 

51. Si la frecuencia de la fuerza impulsante no coincide con ninguna de las 
frecuencias propias de la membrana, es decir, © £ Omn, m, n= 1 ¿ 
entonces 


s “y Oy o. . 


o) 
+t senwt — — 
44 n ong Omnt 











u t — 
= n A Ofn O7 a 
m n=æi 
x sen ZA son 2e son LIE son nu 
h la h l 
Si O= Onorio (la resonancia), entonces 
44 
u t) = 
(z, Y, t) PLE x 
w 
+o sen wt — — sen Omnt 
Omn MATa AT o, MIE ny 
SAA en e sen sen ——= sen —— 
Xx > Onn — 0? l la h l; + 
m, n=i 
TAR. RAN 
24 MyTLa Moa mynte nany 
— tit sen ———= $ 5 
Hoi (sen o: Cos wt) sen k n T en T en — e 


Observación, Si la frecuencia 6 ,, , es múltiple, entonces en vez de un termi = 
no resonante aparecerá un grupo de términos resonantes de la forma indicada. 
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52, El potencial de las velocidades horizontales de las partículas del agua 
es la solución del problema de contorno 














eu 9U , U A y 
Ja” do tar je poi s 9, 
O<t<+o, a=gh, (1) 
ôU ðU ôU 
E l oe en n a a e 
U (z, y, 0)=0,  U¿g(z, y, 0)=0. (3) 
El puede ser representado en la forma 
1 
U (z, y, y { f f' (7) sen k (t—1) ar} cos =—= ZE cos HZ. (4) 
kup i l} la * 


53. u (2, y, t)= 


+00 son 2T RTYo maz nny 
AR aiie sen TA sen —— k% sen — i sen T. pS 
SE o... A sen Omnt, 
Plita a Omn 
donde 
~ m? nê 
Wan = Ba? (Fi) =y 
y v? es el cocficfente de la resistencia que entra en la ecuación 
Pu ye 
=a? — 2y? — 
ga =s > +57) 
54. u (z, y, )= 
+00 
so UA Ss (02— Oj, n) sen ut + 2v% cos wt e TE son Ta 
R , EnF n FDO ohn O n’ 
m, n= 


; SJE 
Omn=na } E ++ 


Indicación. Buscamos la solución de la ecuación 


0U , 0tU ¿QU LA iot 
E. E 2 o 


que se anula para =0, 2=l,, y=0, y=1l2, en la forma 


U (2, y, 9=V (2, y oy 
entonces u (2, y, 1) =Im(U (2, y, £)). Para determinar Y (x, y) obtenemos el 
problema de contorno 
at— 2v*wi Va 


AV-+ al par» 


y li=o=Y k= =Y ly=0= ¥ lyt 
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Su solución la buscamos en la forma 


+00 
nu n 
V (z, y)= S) Amn sen FE sen TE, 
m, n=1 A A 


55. La solución del problema de contorno 


22, 2, ? 
au (E 225, n<r<rp U<t<+o, 


TS r or 
ðU ôU 
S| mecos or | _, =0, 0<t<+ow 


(U (r, t) es el potencial de las velocidades de las particulas del gas) que 
representa las oscilaciones armónicus estables con la frecuencia w es 


U(r,t= 

















gor. (Ecos Er sz sen — r ) cos Ly 
es E Ni ASA T a ? a 
F wm y2 1 w 1 4 o i 
( (2) +z) sen (ri—ri+4 (77) cos =r (ra— r) 
2ae (2 sen EE E 12) sen — r| 
a a r a a 
tarar a o 1 1 Baa S 
( (2) +5) sen (rı — ra) + (=r) cos > (13 —r1) 
Indicación, Buscar la solución en la forma 
U (r, t)=R (y) cos wt. 
56. La solución del problema de contorno *) 
3U IU, 2 0U 
r (+ 5)» aLr Octa+, {1} 
9U 19U 
ES sur —_ ==), , 2 
ör my t Tar r=ra 9 EEES 2) 
2 
Utr, 0=0, Ui =E nr (3 
+00 
es U (r, = Y} An LERE Yn Een Anr son ahnt, 
r 
ne] 
donde An son las raices de la ecuación transcendente 
hanens 2d l 
2 
a Piro 
hn sen Anra+-cos Anta 
n= 2 , 


An Cos Ar sen Ánr2 
2 


ra 
2 
Big -%5 f rf (e) [cos Anr-+ yn 80n Anr] dr. 
a 
71 
*) U (r, t) es el potencial de las velocidades de las partíc ulas del gas 
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Indicación. Pasar a la nueva función incógnita 


V (r, 2) =rU (r, 1). 


ib) Medios heterogéneos 
57. La solución del problema de contorno 


TN du , 0% 
am at): 
Me 0<y< la, 


e E To (+ +F) 
SIL h, 0<y< lo 

u (1—0, y, t)=u (2, +0, Y, t), 

Uxlzo—0, y, 1) =Ux (2040, y, l), 


LO<t<+o 


)0<1 Sl" 0<t<+< 


ulga =E le = E lym = U ly=12 0, 
alo, y 0)=f(0 y), ule, y, 0)=P (7, y), OSES Sy Sla 
cs 


+% 
u(z, y, )= Y (Amnc0s Amnt+ Bma sen Àmnt) vmn (2, y), 
m, n=] 

donde 
Sen Omnz sono, OLIS% SyS 
Sen Omno 2 

Umn (2, y) = = 
Sen Omn (11 — 1) nay 


= sen -> 1ME2< kh 0<yS< la 
sen 0mn (1; — Zo) 2 


z Pi 4 nôn? =, p? è _ ne 
ss — 


Te hin— F , A g’ 


donde Amn (m, n=1, 2, 3, ...) son las raíces de la ecuación Lrascedente 


y Sanie Pija m y {z V rg Hn— mye 
VET po e (ro— 11) y E T, + i 


‘i l 
f | uiz, y) f (2, Y) Vma (2, y) de dy 








Aiae Toma 1 ' 
li le 
| f a(z, v) F (z, y) Vma (T, y) dz dy 
Byr 00 = z 
Amn lomo IE 
Pp» 0<i<zm 0<y<l, 
HEAD o, m<zr<lh 0<y< le ) 
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(9) 
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ht 
Uma 1*= $ pz, y) Uñan (2, y) dx dy= 
v0.0 
| Pao de Pa (h — zo) Ja ai) 
sen? OmnTy sen? Wmn (lr — zy) 
i ES solución del problema de contorno 
a 2 9 
Eo E 7 { mtr T F D a. ESES 
ĝu 2 ĝu 1) 
Poz -p = Kapo (= O NAOR 
ĝu 
or ka Poit ler- 0 = Post lo=r1+0* 
2u _ 3u 
, t 1 
ar r=r]- e ar reri+0 < Sr a 
X u(r, 0)=f(r), u(r, 0)=0, OSr Lra (3) 
+o 
u(r, £)= J} An a cosÀnt, OLr<ra 0<t<+o, (4) 
n=1 


donde An (n=1, 2, 3, ...) son las raíces de la ecuación trascedente 


Po1 Sen i2 — Poz COS <- ri — Poz Sen E ri 
boos Ma 71 sendi ri + cos r— heost AS sentr =0, (5) 
End atiet m PA ra 
an sen 2 mr 0O<TrS<r 
va (j= : (6) 


A A 
Bn cos q rys 1, <r<ra. 


Las constantes An, Bn y yn se determinan con exactitud hasta el factor 
constante común del Stemi de ecuaciones 


(Pos sen A2 r) Un— (Po cos 42 r) Bn— (Poz sen Że r) Yn =Ü 
a cos a ni sen a ”) an+ (Le sen a n+ 
+ cos Y ua 2 1) Bn+ (— —L cos ta E rt sen Za in r) yn=0, (1) 


(Las i ahaa A bnt 
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r, 


$ ru (r) f (P) vn (r) dr 


An = — r, n=æi, 2, 3}, 
A llen || 


Lor. U<r<r, 
n=) UR | 


es Lrs’ 


len l= $ p (r) vh (r) dr. 
0 


2. Problemas de contorno que requieren la utilización 
de las funciones especiales 


a) Medios homogéneos 


59. La solución del problema de contorno 

du P ( Ca E E 

—e = G —— 4 — — 

öt? ar *r dr 
u (To t)=0, 0<t<+o, 

u(r, 0) =p (1), us(r, 0) =p (7), 0<r<ro 


), OSr<rw 0<t<+o, 


es 


sr o= F (aec (e 8) tanem (a 9) (E), 


donde 


ro 
E 2 tn” 
MAA j ro (5) ar, 
Bome [ra (J (==) dr 
aytnro [J1 (pn)} š = WI e 


Hin son las raíces positivas de la ecuación Jọ (p)=0. 
60, La solución del problema de contorno 


Em Ati, OSr<T+ 0<t<+o0, 


u (Fo» t) =0, 


ya 
u (r, 0)=A4 (s-3) , 0úp(r,0)=0, 0<r<ro 
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0) 


(10) 


(1) 


(2) 
(8) 


(4) 


(5) 


(1 
(2 
(8) 
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qe E) 


Sn 
y =841 2) A 9L cos “Ent 4 
AE a a? 6) 


fin son las raíces positivas de la ecuación Jo (u)=0. 
Indicación, Para calcular los coeficientes de la serie (4) utilizar la fór- 
x 


mula f zJo (xz) d=xJ, (x); establecer primero la validez de la fórmula 


x 
f 27, (1) de=22%, (2) + (942) J, (2). (5) 
u 


61. El potencial de las velocidades horizontales de las partículas del 
agua es la solución del problema de contorno 


aU 9%U , 1 3U 








Jz =g? Ir? p Fr , 0<r< To» 0<t<+o, (0) 
¡U(0, )|<+o0, Vido, 0<t<+o, 2) 
U (r, 0)=p(r), Uir, 0) =Yp(), 0<r<ro. (3) 


Para él obtenemos la representación 


ro 
U(r, + f r (peH tp) dr 


«o0 
+) (An cos Ent + Bn sen Snt) y, (=), (4 


n=i 


donde 
ro 





25) dr, 


2 
a] res (E 


(5) 


ro 
2 
a [o (an)? | OE ( ro 


tin son las raíces positivas de la ecuación J, (p) =0. 
62. La solución del problema de contorno 





2 ye 4 9 
Fa Sr E, O<rT<ro 0<t<+o, (1) 


Tar 
u (rg, 1)=0, 0<t<-+c, (2) 
u(r, 0)=0, u(r,0)=0, 0<r<r (3) 
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es 
+o (2) 
—y? A p 
u (r, =% (La > Ta £ cos an, (4) 
pa h=1 HRJ, (up) To 


donde yy son las raices positivas de Ja ecuación Jẹ{u)=0, p, la densidad 
Superficial de la membrana. 
63. La solución del problema de contorno 


2, 2 
o A AL Orr 0O<t<+o, (1) 

















ĝt? | ör? ôr 
u (rm t)=0, 0<t<4¿o, (2) 
u(r, 0)=0, ug (r, 0) =0, 0<T<"w (3) 
es ba 
ii Hnr 
u (r, 1) = Y An (0 Jo ( n Ji 
n=1 
4 t ro 
1 
anto=7 Jer | 0 (225) senon (10 5, (a) 
0 0 
donde wn = sl y Un son las raíces de la ecuación J, (u)=0. 
0 


64. La solución del problema de contorno 


Pu Pu, 10 
=e a H Ae sen os, OS Oxia, (1) 
u (To, )=0, 0<t<+o, (2) 
u (r, 0)==0,  u¿(r,0)=0, O<r<ro (8) 


os 


(T) 
u(r, j=- se“ sen otp RE y 
a 
+00 Jo ( E ) ¿on a 
2 (NT, (um) ? o 


donde y, son las raíces positivas de la ecuación Jo (1) = 0 si sólo la frecuencia 
6 de la fuerza impulsante no coincide con ninguna de las frecuencias propias de 
la membrana ©, = ta (no hay resonancia). En el caso de la resonancia la solu- 


oren se halla análogamente a como se hizo en la solución del problema 133, 
, cap. IL 








G5. u(r j TL IE And (EL) son “Ent 
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donde 
ro 
A 2) y, (Lnz 
ara (=) 14 Un? me g ) y n ) ar, 





Kn son las raíces de la ecuación Ją (p) = 0, 

Indicación. Primero se deben hallar las vibraciones forzadas con la frecuen- 
cia de la fuerza impulsante en la forma U (r, t) = R (r) sen wt. 

Observación. La solución está escrita en el supuesto que no hay resonancia, 
es decir, que o o, = H, n=1,2,3,... 


Ti 
66. La solución del problema de contorno 








Pu a (20 A Di aE 
Pl) a VE Dereka, W 
u (ry 09=0, Oio, (2) 
u(r, 0) =p(r),  ur(r, =p) Orro (3) 
es 
+% 
u(r, t) >) e TY" {An COS Ont + Bn sen ont} X Jo ( Enr ) 4 (4) 
n=l "h 
donde 
2 ro 
Hnr 
MF GF) ro (r) Jo (E5) ar, (5) 
2 2 ro 
Bamm Aitame f ro) Jo (#25) ar, (6) 
on Onr? [Ti Mn)? y ro 


Kn son las raíces positivas de la ecuación Jn (1)=0, 
~ an 
Gpe yl BE 


+o J, ( En”) 

67. gaga Ik 

a) u(r, t) D 12 End, (un) x 
na 


x (an, — rga?) sen 0t —2v*%w 008 6 
Gup NR >? 





*) Suponemos que On son reales para n = 1, 2, 3, ...; si para n = 


= 4, 2, 3, ... 0, son imaginarios en los términos correspondientes, cos y ser 
se sustituyen por ch y sh y el signo delante del primer sumando en la fórmula 
(6) se cambia por el opuesto. 
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t= 7 (202) 
¿UN E 
b) u (r, t)=2 P 12 Hndi (Hn) 


(auh — ro?) cos wt +2v%o sen wt 


a Eph ro o , 


donde q, son las raíces positivas de la ecuación Ja (1) = 0. 
Indicación. Véase la indicación al problema 50. 
68. Se debe hallar la solución de la ecuación 


PU [PU 1 9UY að 
Ge =0 (5 +) er 


que satisface Jas condiciones de frontera 
1 U (0, | < Ho, U (ro 1) = Aè’, 
y después tomar su parte imaginaria, Para este fin nos liberamos de la hetero- 


geneidad en la condición de frontera, pasándola al segundo miembro de la ccua- 
ción diferencial; precisamente, buscaremos la solución del problema en la forma 


U (r, t)=v(r, 1) +A E Š 
0 


donde 
v(r, 1)=R(pe%, —|R(OI<+o, R(m)=0. (1) 
Para R {r} obtenemos la ecuación diferencial 
PR 14 daR , œ —2voi ar. 4 2r? y? 
A Alta > 


cuya solución que satisfaga las condiciones de frontera (1) la buscamos en 
la forma 





R pa Sah ( = ) s 
n=1 


«donde un son las raíces positivas de la ecuación Jo (1) =0. 
69. La solución del problema de contorno 


ro 
Pu _ ¿pu 1007 2 
az r LSE) a fruto, dr, 
0 


TS 
Li. CA, a A, a) 
Ropi 
u (ro t)=0, 0<t<+o, (2) 
utr, 0)=q (1), — urtr, 0) =p (r), 0<r<ro 8) 
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es 
5 


ui, D= 3) [An cos Sin! 4 By sen E {Jo (un 57) otm}, (4) 
ni 


donde ¡in son las raíces positivas de la ecuación 


TD HALA 090, GE e 6 


dig 2 ( ro (D| (un Z) — (n) ] ar, 


np amt] 4 


= —— M 
ai Baro [+ an) + EA B (um) ] 3 j rol ES (un == Jo (tin) Jar. 


Indicación. Las soluciones particulares de z ecuación 


ĝ’u E S 
A A -ed fa [ue en 


que satisfacen las condiciones 
| u (0, N| <o, u(ro t) = 0, 


las buscamos en la forma 
U (r, 8 = R (}) T (9. 


Después de la separación de variables eso conduce a las ecuaciones 


A PR 4 
T"+aYAT =0, ti a ra 


Antes de buscar la solución de la última ecuación que e las condiciones 
I RO) I< o, R (r) =0, (15) 


realizamos en esta ecuación la sustitución de variables: Àr = z, R (r)= R ( 7) = 
= y (z); esto conducirá a la ecuación 


B 
ER — 2npongri y 
AR eaa f zy (z) dz. 2 
donde p = 
Con esto la condiciones (1) tomarán la forma 
Iy(01<+o, y (1) =0. (31) 


*) Sobre las notaciones véase el problema 5. 
141-0952 
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La solución de la ecuación (2) que yutisface las condiciones de frontera (3') 
la buscamos en la forma 
y(z) = Jo (2) — Jo (pu). (4*) 
La sustitución de (4') en (2') da 
q" 
in pet f dl 
—Jo =r Pial P ) z {Jy (2)— Jo (H)} dz, (5) 
qne conduce a la ecuación siguiente para determinar los valores j que correspon» 
den a los valores propios À = Edel problema de contorno en examen 
o 


Yo (u) + 42 (1) = 0%), (6) 
donde 
n Lori rá 
A ar Ds 
Tomando 





Ra (=J ( ERT ) — Jo (Hin), 


donde H, son las raíces positivas de la ecuación trascedente (6), no es difícil 
establecer las relaciones siguientes de ortogonalidad**) para las funciones propias 
Rp (r) del problema de contorno en examen 











ro a 2 2% 52 En 
[racimo ral E [Irun n] para m= n, j 
0 o para mn. 
def (222) 0 (2) 
O a ARES el 
Š > xJ, (2 mn ES J ( Wro 
2 ( a aj Va, ) 
+00 
Ant 
+5 An Bn (r) sen aiba, (1) 
nu) 
donde x y Rn (r) tienen el mismo sentido que en el problema anterior, 
ro 
n= ——_ rý (r) Rn (7) dr, (2) 
AUTO [a nr (n) ) 0 
donde 
Io To or 
Di (ee) 
p A a) (3) 








Org ya Ora > 
Y (2) Jo ( ) 
T, es la tensión de la membrana. 

*) Para eso, después de realizar la integración en el segundo miembro de 
(5) mediante la relación (20), pág. 715 [7], se debe utilizar la primera de las rela- 


cjones (21), pág. 715 [7], haciendo v = 1. 
**) Véase [38]. 
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Indicación. Véase la indicación al problema anterior, 
71. La solución del problema de contorno 


Su 





J3 --ctAðau =l, Orro 0<t<-po, (1) 
u (ro ) =p (19, 1)=0, 0<t<-+¿o, (2) 
u(r, =f (r) u(r, OSF (r) 0<r<ro (8) 


la buscamos mediante el método de separación de variables, Observemos que en 
condiciones de la simetría radial 


ó? ih 8 
A= tT Dr’ (4) 
a las soluciones particulares de la ecuación (2) las buscamos en la forma 
U (lr, 1)=R (n 7 (1). (5) 
Obtenemos 
TAHOT=0, T(t) = A cos œt -+ B sen œt, (6) 
yt 
AAR — kR =), ==. (7) 
La última ecuación se puede escribir asi: 
(Az + 18) (82 — 3) R (r) = 0. (8) 
De esta manera R (r) puede ser la solución de la ecuación 
à BR 1 aR 
(S243 R (r)=0, es decin +3 PRO, (9) 
o de la ecuación 
(Aa k?) R (r)=0, es decir, Eri Luro. (9y 


Dado que nos interesan sólo las soluciones de la ecuación (8) que están acotadas 
para r = 0, entonces 


R (r) = CJ o (kr) + DI, (kr). (10> 

Para satisfacer las condiciones de frontera (2), R (r) debe satisfacer las condi- 
ciones de frontera 

R (ro) = R' (ro) =0. (11, 


Sustituyendo con (10) en (11), obtenemos las ecuaciones 
CJoikro) -+ DI (kr) =0, az 
CJ? (kro) + DIG (kr )=0. » 
Buscamos las soluciones no triviales de la ecuación (8) que satisfacen lags condi- 
ciones de frontera (11), por eso las constantes C y D no deben convertirse en cero 
simultáneamente, en consecuencia, el determinante del sistema (12) debe ser 
igual a cero. Así llegamos a la ecuación trascedente 
Fo (Kro) 16 (kro) — Io (kro) J8 (kro) = 0 (13y 
para determinar los valores propios de nuestro problema de contorno ky, kn ... 
s., kps » » - Como funciones Propias se puede tomar 
Ry (7) = R (kar) = To (knro) Jo (knr) — Fo (kno) Ta (knr). (14) 
11+ 
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Estas funciones son ortogonales*) con respecto al núcleo r sobre el segmento 
0O<r< e Para demostrar esta afirmación observemos que la ecuación (7) se 


puede escribir en la forma 
i d d 1 g aR į 


Suponemos en la ecuación (15) R = Ry (r), k = kn, y que después R = Rm (r), 
k = km, multiplicamos la primera de las i alda es obtenidas por rRm (r) 
y la segunda, por rR, (r), restamos los resultados e integramos con respecto 


a r entreícero y ro; esto da 


uni | 'Ritp dra [Ry E LL ( rim) 1 








y arl r dr dr 
y 
d d td din ERRI Rr 
Rmi | >A (r dr ) Hran RR e (16) 


« *) La ortogonalidad de R, y Ry puede ser demostrada sin la investigación 
detallada de sus comportamientos para r = 0. Tomemos las ecuaciones 


A282RB, (r) — Eñltn (1) = 0, Arba (r) — kinRm (r) = 0, 


multiplicamos la primera por Rm (r) y la segunda por R, (r) y restamos; llegamos 
a la igualdad 
RmågåRn — RrdsbaRm = (kh — kh) Ruan» 


Integramos esta > poe sobre el círculo K con la frontera F. 0 < r< ro, 
0 Sọ <27 y utilizamos la fórmula de Green 
041405 | Amin do= | | (tmbr0 Ro — Rodri Rm] do = 

K A 


Cno ls Ve 
=Í (Am dr Ra dr po. y 5 ( ar ARm 
F 


¿Rm a 
dr A Rn) ds=0, (17) 


dado que sobre la circunferencia F, r=rç, tiene lugar 
Rm (r) =Rn (r) =0, Ra (ro) =RA (14) =0. 


Si km3&kn (km kn => 0), entonces de la igualdad 
(kh — kh) 15 RmRndo=0 


13 RmRndo=0, 


ro 
f rRm (r) Ra (r) èr =0. 
0 


se deduce la igualdad 


es decir, 
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La sustitución en el segundo miembro de la igualdad última se convierte en cero 
idénticamente para r = 0, lo que se deriva de la estructura de las series para las 
funciones de Bessel Jo (z) e Zo (z), y para r.= ro esta sustitución se convierte en 
cero en virtud de las condiciones de frontera ái). Por eso para km. Æ kns km > 
>0, kn >0, será: 


ri 
i FRmRndr =ð. (17) 
0 


Si en la igualdad (16) se sustituye kn por k-y se pasa al Jímitezcuando k — 
as fw entonces, liberándose de la indeterminación según la regla de L'Hospital, 
amos?) 


æ 4 ME 1 44 _aR 
A E re) ]- J 


iin —R;RE'} Ar 
=r433 (knro) 13 (nro) - (18) 


La solución del problema de contorno (1), (2), (3) la obtenemos en forma 
de suma de la serie 


+o ; 
u (7, £)= Y) {An cos (ckit) + Bn sen (c°kht)} Ra (r), i 
n=1 y 


donde 
ro ; ro 
$ rf (r) Ra (1) dr f rF {r) Rn (r) dr 
Án= Lo Bn= 2 erra 
e (Ral! 3 R kallRa!l! i 


+00 
EL [Zo (knro)— Jo (knro)] -Rn (r) 2,3 
72, ulr 1)= 375 ALA nro) JF enra) sen (khet), 
n= 
donde la rigidez cilíndrica D es igual a 


2Eh? **) 


D=; Usm} ’ 


y Rn (r) tiene el mismo sentido que en el problema anterior, 


*) Se podía utilizar de modo análogo la relación (17) obtenida en la 
llamada anterior. A i 
*+) Véase la solución del problema 18 del capítulo presente. 
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73. u (r, )= 
khe? 


Ef) mo me E an 
2% 2008, 2051 5 A A ca ESA Jı (knro) Rn (r) 
1—( kiet y Ari (knr) 13 (knr)? 
O 
donde Rn y D tienen el mismo sentido que en el problema anterior*). 
T4., u(r, t)= 





2 
+0 sen (kh c*t)— Ahe sen ot 





== cp, a [Lo Venro) — Zo (knro)l Rn (r) 
aD Aa TTRAT [ey Arg enro) 18 enr) 
n=f ES E ) 
75. La solución del problema de contorno 
¡2 2 
F=w = + w, r<r<r*t, 0<t<4o, (1) 
u (rt, 1) =u(r**, 1)=0, 0<t<+o, (2) 
u(r, =p (r) (r, G= pir) rsrsr, (3) 
+00 
es u (r, t) = Y) (An cos (2hnt) 4- Bn sen (ahn)} Rn (r), (4) 
n=1 
donde Rn (r) = Jo (ràn) HP (r**hn)— Jo (r**hn) HP (ràn), (5) 
An son las raíces positivas de la ecuación 
Fo (NN HP (re) — To (re HL (9) =0, (6) 
rir 
„h, Jå (Anr) ; ; 3 
ANA nr ] ER E 
o — Mhn JÈ (Anr*) A 
AS Rar. (7) 
rf 
+o 
76. u {r, t)=R (r) sen wt- D BnRn (r) sen ant, (4) 
n=1 


R Na 


ena: | 
| | 








IIA e 


AE AA) 


*) En caso de resonancia > On = ki c°, la indeterminacíon en la resolución 
se salva aplicando lu regla de L'Hospital. 
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.. 


nda Jara FRE) RN dr, 
r 


O 





B= 


Rn ir)= Jo (Anr) HP {Ànr**)— Jo (Ànr**) Hg (Anr), 
An son las raíces positivas de la ecuación 
Jo (ro) HEP (Ar) — 30 (4799) H4O (Art) =0. 


+00 
77. u (r, t=) Y) (An cos aAnt+ Bn sen ant) RA (7), 
n=1 


Rà = Jo (Anr) O nr) — nr) 1” nr)» 
An son las raíces positivas de la ecuación 











5683 


(3) 


(3) 


(1) 


Y) 


en 


TI (Are) HO” pr) — 3 Que) HO” (9) =0, 
prr rir 
| ro (7) RX (r) dr f eRe ar 
An= Š a $ Brn= Zn ý 
$ rR}? (r) dr aln f rR$? (r) dr 
r? pe 
+o 
E 
78. utr, 2, 9=( A Anto ( EA T cos 22) cos wt+ 
ni 
ES m ERr 
O 
m, n=0 
1 
An=— VET FET $ a 
1 PR q 1 nin? W? f (2) cos Ti 
Enfo V E) 
n=1, 2, 3, 
å 1 
4=—=— f HG) dz, 
Oro 
ws, (F°) 9 
2A nena o? r 
Bnm = — == Í E Hm me q : 
m= AS ) ae Y FEE) do (jar. 18,23, 


r 


Bom = — a j rio (2). o ("= ) SA 


Emn=0, 1, 2, 3,... son las raíces positivas de la ecuación J, (=ù. 
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Observación. El término cos wt en la igualdad (1) es la solución particu- 
lar de Ja ecuación 


CA CI au ` 
ae ( ar + aF 92 


que satisface las condiciones heterogéneas de frontra del problema, 
79. El p de las velocidades es igual a, 


u ùr, z, o=( 3 Ar chz Y Er Ja (ERZ) } cos ot- 





nnz Umr mE nin? 
5 Bam cos FEE yy (Emt 1 Em) cos ta erT pr» 


N, a 


233 (Um) y s Es sh: VE uz e ¿' rí (r) n (1 T Jar, 


Am= 


ME yr 
Ba E | cha Ea cos TE Tan ma Drim 





rá ES 
A “Uh __ 
Bs — =P $ ch z ATT 
0 
Itm q .), Son las raíces positivas de la ecuación J, (1) =0. 
80, El poc de las velocidades es igual a 
+00 
u (r, 2, n={ A AnRa (1) cos FTE } cosot+ 
n=l 
+o 
D Bambi (r) cos EZ cos ta (1) 
n, m=0 


Rn (r)= K6 (žnr*) Io =a (nr) Li (nro), 
Y EE mdd), 2 


Lo) el. 


a 





E 
2 nnz 3 
An A f f (2) cos -7> dz, n=1,2, ..., 
0 


») Amia se supone que %, son reales; en caso contrario Ko e J, se sustituyen 
por Ny y Y 
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1 


' t 
4 
Ao | 100 0 








(4) 
Rh (=o (Amr) HGY (Amr**)— Ji Amr”) HO (mr), 
Am son las raíċės positivas de la ecuación 
Jart) BS dur) — Jg (artsy HSY (are) =0, 
ye 
An f rRn (r) R% (r) dr 
Bam ad Ty , 
E f rst (o) ar 
r ; r 
I ' : 
St, El potencial de las velocidades es igual a 
+o ` ` 
— 
u (r, z, t) = (5 AnRá (7) ch 2 V +) cos ot + 
h=0 , 
E Fg? 
D BamiRik (1) cos TTE cos ta Vas "F » 
n, m=0 


RÈ (r) = Jo (Anr) USO ar) — Ji nrt} HS (nr); 


An (1=0, 1, 2, ...), son las raíces positivas de la ecuación 


Frey EY rr) — JE (rte) HEY (Art) =0*), 
f rf (1) Rẹ (r) dr 


An= = 
y 





== ==3* 
va n/m $ yR* (e) dr, 
r* 


Bam= — 





t 
2A v maz DN 

T $ ch z Y 2 cos 22 as, nd oie 
0 


A ore. 
2 
Bw=— f2 | ch z V MA de. 


*) Aquí se supone que A, > 2 para todo n = 0, 41, 2,... 
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se (E)n (r) 





2K T 
82. u(r, q, == E o x 
Narg K a eri (6) 
auf 
X cos n (p--,) sen r , 


donde pj" son las raíces positivas de la ecuación Jn (u)=0; 


en=(7 para n=0 
n 4 para nÆ0; 


To: Cl radio de ta mesabrana; (r,, py), el puuto del golpe. 


Indicación. Se puede en principio considerar que el impulso K está distri- 
buido uniformemente en el momento + = 0 sobre el área elemental p, <p < 


S P + AQ, 7 <r<r, + Ar, es decir, que las condiciones iniciales son de 
la forma 


u (r, pp 0 =0 0<p<Q, OSTI 


u (r, q, o-| PrApár sobre el área indicada, 


0 fucra del área indicada, 
y después, en la solución obtenida con estas condiciones iniciales, pasar al límite 
cuando Ag —> 0, y âr — 0 


Se pueden utilizar también las funciones $ impulsivas para la expresión 
de las condiciones iniciales, tomando 


u (9, 0)=0, 0<P<0, USTSTO 
K 
ur lr, 9, 0)= >. (r= rs) 5 (PQ), 


donde la función $(p—q,) se determina del modo habitual y la función 
$* (r—r,) por medio de las igualdades 

ro 

j rô* (r —r,) f r) dr=f (r), Si rona <T 


7 


> 


Ad, 


rot (rri)f(r)dr=0, si r, está fuera del segmento [rg ro], 

r’ 

o 
-cualquiera que sea la función continua ý (r). De esta manera, el producto 
öt (r—r,) ô G es la función ô ordinaria para la región plana; multipli- 
cándola por el elemento del área en las coordenadas polares rdrdp e integrando 
sobre la región en examen, obtenemos 1 ó 0, según pertenezca el punto (r, Qı) 
& esta región o no*). 





+) Véase [7], pág. 301. 
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83. El potencial de las velocidades horizontales de las partículas del agua 
es la solución del problema de contoruo 


du 1 di y 1 gu 
ĝt? gae (EL ôr TF + OSS ro 
0<p9<2x, 0<t<+4o, (1) 
Up (For E» f=0, 0<p<2a, 0D<i<+o, (2) 


u(r Pp, O) =wrcosp,  uplr, p,0)=0, 0<r<ra 0<p9<%x1, (3) 
para él obtenemos la expresión 
+o 
u (r, P, t} =r COS F X Andy (42) cos A (4) 


To 
n= 


donde ¡tm son las raíces positivas de la ccuación J¿(u)=0 y 


245, f rJ, (#5) dr 
0 


$ 5 
3 ro lu — 11 47 (Un) ©) 
+ t 
Án 


84. u (r, p, n= J; (=>) f cos (p— (71) x sen a (t—Ddr, (1) 
0 


i 
m 


donde ¡in son las raíces positivas de la ecuación J; (p)=0, 


ro 








| aan (22) ar >Í rf (DJa ( HE) ar 
Ay = (2) 
ro (aL) ar idi 
0 


Observación. Se puede obtener la otra forma de la solución. Para eso se debe, 
primero, sin preocuparse sobre las condiciones iniciales, hallar la solución parti- 
cular de la ecuación heterogénea 





Ru Pu , t du 1 1 (0 
AR TF rt cone ole 


que se anula para r= rọ, en la forma 
U (r, p, t) = R {r) cos (9 — ot). 


Usando cl método de variación de las constantes con la utilización del wronskia- 
no de las funciones cilíndricas W¿J, (2), N, (23) = z , para R (r) no es difícil 
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obtener la expresión 


(5) 
mi 


osae prany O 


a 


ro 


) f Na (E) ar— 
0 


No (=) E OJ (2) dr]— 


r 


- J (=) f rN, (2) drag (5) En GEA (5) dr. 
Re 0 











Después se debe hallar la solución de la ecuación homogénea con correspon- 
dientes condiciones iniciales heterogéneas. ¿ i 


+00 
85, u(r, q, o=(3 Ca (ani — ro?) Ji (uz) } cos (p— mt) — 
n=. ] 


— 2rfx0 { > Cati ( 220) ) midi: 


n=1 





Fo 


ro 
2 į riid ( Par ) dr 
y 0 
ORSAI” 


ln Son las raíces positivas de la ecuación J,(u)=0. 
Indicación. La solución del problema puede ser obtenida como la parte 
real de la solución de la ecuación 


du Pü 10, 1 u ðu , Í) ile-ot 
A) p a 


gue se convierte en cero cuando r==rg. Esta solución de la ecuación (1) se 
puede buscar en la forma 


Ulr, q, =R (1) et (0-08), 
La solución de la ecunción diferencial que se obtiene para R (r) se puede 
hallar en la forma 


+00 
Rm Y Ant (E), 


Fo 





n=1 
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fy? 
86. ulr, p 1 =(p r 9+) 0} cos nọ, 
+o fa C) 1 


vir, n= T 5 — 


ni 





Pim (1) sen “22. (21) dr. 


er 


af r [3024 (9947 (01 Jm (222) dr 
1 ———_—_ 


fim Son las raíces positivas de la ecuación Jn (1) =0. 


+00 
87. u (r, q, 1) =sen wt >i Jn (2) (An cos np + 


n= 


+o 
nm) , 

+Bhp sen nq) + > Ya (E) (Anm COS nE Bnm sen ny) sen awi f 
o 











n, m=0 
mo” son Jas raíces positivas de la ccuación Jn (1)=0. 
4 25 1 2n 
Ao=— a \ F(p) dp, Ane F (p) cos np dq, 
21), (2 e ) | aJn (22 
n=1, 2, 3, 
2n 
0 —H SÍ F (9)sennp dp, n=1, 2,3, ..., 
e ( a ) 
ro 2 
Or, Hm r 
dsd Y rd (E) 0 PaT) dr 
Ánm= OTE RO) 3 ds 2 Bl aves 
20B ii or J pr 
n | a (3) n (1 To BaT) ar 


Bam= MOE) , Eh 2 ¡MD Ae co 
Bin n His 


Indicación, Primero es conveniente hallar la solución particular de la 
ecuación. 
Ta ar {2y AA ey 4 m} 
at ón * - eS y op? f? 
que satisface la condición de frontera 
u (Tor P, t) = F (H) sen ot, 
Esta solución particular es patural buscarla en la forma 
U (r, P, )+Y (r, 9) sen ot. 
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88. u(r, 4, 2, )= 





ni EN 
met wm ) eos m 


+00 
«2 Amin (r 7 ET 


n)a 
2752 
TZ cos ny cos at V no PE 


= } cos nọ cos wt -+ 











+ S Amnin ( ca ) cos 


m, h=0 
Bj" sun las raíces positivas de la ecuación J% (1) =0, 
l 
dz A (e) az 
A =—====—>===— A= 
h i A ez Ar a y 8 4 Emi ) i 
) an V 2) 





1 
2 f Í (2) cos a 











a "In (r YE mE o s) $e ner ) dr 
Amk = - 
m 7 | 155] (ug) 
má, 2, ..., k=D, 4d, e... 
—24o [an (2) Ta ce dr 
a To 
Aok = z J i hA 
rá (1 ] Taj) 





89. u(r, p, 2; )= 


na 








a PE) e YE 
=(> An ( = ) chs rg a f COS np cos ot+ 
k=0 
+o nis — 
r miz ] f mins aK 
+ $ Amin (==) cos == cos np cos at E E 
m, hel) 


pi” son las raíces positivas de la ecuación JA (1) =0, 


2 fos (LE) dr 


pm? ny2 » 
uý w? 
rå [1 pr Ja (m3) y Ez Et y 


EOL R 


An 
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2 : MO w ma 
Ama =— T An $ ch z rir os ds, m=1, 2s ET 
v 


0 
k==0, 4, 2, ..., 





t 132 
4 p w? 
Aok E 1 at. mi — <p dz, k=0, 1, 2, .... 
v 


å 
d. utr, p j= x 





ToPoP 
a pe 
+00 "2 ( m 5 Jax (E n) 
— o —— at 
y do anD oon BAP oPh 
x > aan ay sen —— a — sen =—— $ (1Y 
EA H Jan Hà ) Po o o 


donde (r1, (py) es el punto en «que fue comunicado el impulso, X, pj”, las 
raíces de la ecuación J „y (u4 =0. 








Po 
XK 
9. u (r . i)e 
Ts P, t) apo x 
$ 5 AY Jin AK? r3) Rar C) Ran (0) ~ 
Do nne nr a AD al, 
al EA A As eR 
Fo o 


donde Bar (1)=%2 ng Ar) y Aj? tienon el mismo sentido que on el pro- 
Po 
blema 45 cap. V; (5, p) es ol punto en que fue comunicado ol itupulso K; pr 
n Al superficial de la masa de la membrana (la masa de una unidad 
de área). 
92. El potencial de las velocidades de Jas partículas del gas es ja solu- 
ción del problema de contorno 


du a 0%u 1 du 1 %u 

gr =e {zr E 

ASS 0<p<% 0t<+o, (1) 
ĝu _ du 


du _ 0 








rl, => SR. s Fp quo ôF aa h (2) 
u (q, 0)=J(r, 4) 
uy (r, p, =F (r, P), } ETE UROL: (9) 


La solución del problema de contorno (1). (2), (3) se puedo representar en 
la forma 


«$00 
u(r, p, = X) (Ana cos adj" '14 Bnr sen aagi) Bnr (r) cos =, (4) 
n, he0) 
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donde 
Bar) Nr ADS a APD T an APTN pa AYT) (5) 
Yo Po Po Oe 

2;/” son las raíces positivas de la ecuación 

N'an Ard) J hn YH nn Ara) N pn (Ari) =0, (6) 

P P To Po 

2 rs Qo 

Anr =— f | ro, 9) Ran tr) cos Er dr do, n>0, m 


Po | Rip (r) dr 1 0 


ri 


ra Do 
dom; ! f fr P) Ror (r) rdr dq, (8) 
Po f rRe, (r) dr 7 Ù 
ri 
rs 
22 FROM) — IAN 

$ rR2 nk (1) pr o 0) 

Tr 


93. Resolución, Colocamos el origen del sistema esférico de coordenadas en 
el centro del recipiente y dirigimos el eje 0 = 0 según la velocidad del moví- 
miento del recipiente para £ < 0, Entonces, el potencial u de las velocidades de 


las partículas del gas no dependerá del ángulo q y para u obtenemos el problema 
de contorno 


ĝu 1 9 du í o ĝu 
mtia (P) tann (e) 4) 
0<r<ro 0<0<x, 0<t<+ow, 
ur (ra 0, 1)=0, 0O<0<H, 0<t<+o, (2 


u (r, 0, 0) = orcos 0, us (r, 9,0)=0, 0O<r<ro 0<8<H (3) 
Es narma, tratar de buscar la so ución del problema de contorno (i), (2), (3) 
en la forma 


u (r, 0, t) = w (r, 1) cos 0, (4) 
Esto conduce al siguiente problema de contorno para w: 
0% 1 ô 0 
TZ (12) y O<r<ry 0<t<+o0, (5) 
Wr (ro )=0, 0<t<+o, (6) 
1w(r, O) =vr, w¿(r,0)=0, 0<r<To (7) 


que se resuolve mediante el método de separación de variables, además, 
y para w(r, t) obtenemos la oxpresión 





( ERT 
+œ 3 To i 
z 2 atk 
w(r, t)= >) d > cos —— 8 
ae kmi i Vr ro? m 
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donde uy son las raíces positivas de la ecuación 


175 (03 13(0=0, 0) 
2 2 
ro 5 
v f y (PE ) ar 
0 2 


pya , k=, 2, 3, os (10) 
TË y2 ca 
+4 a i 


94. El potencial u de las velocidados de las partículas del gas es la 
solución del problema de contorno 





Pu 1.0 du 1 ð du 
tr) to (eo ))> (1 
0<rE<Ero 0<fé6<xa, 0<t<jA- 0, 
== E cos 0 cos ut, (2) 
u(r, 0, 0)=0,  ug(r, O, 0)=0, (3) 


La solución dol problema de contorno (1), (2), (3) se puede ropresentar en 


la forma 
al Vel > ) 














u(r, 0, t)= ]o04r+ J) An Z Yi cos 0 cos 0t- 
n=1 
gr 
= a f 
+> Cr cos O cos == E $ (4) 
h=1 
donde un son las raíces positivas de la ecuación 
1 
ya (1) —-3 ¿(1 =0, (5) 
2 2 
a? 5 
0 2 ar 
a | a, (E) er 
2 
Apm » k=1,2,3,..., 
h (S-A w] =1, 2, (6) 
r ar) a 3 UR mm 
120942 
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aa) 
re +o 3 ro 





3 
es 2 2 Ar 
| wAr + $ An 7E 7, (45) ar 
Cia n=1 2 
A T; 2 1 2 
3 [E 
2 
Ta 5 
2 par 
f r % (ee ) ar 
= —0Á —Ary k==1, 2, 3, ... (7) 


E [1-3] 


Observación. El sumando 





unr 
do E ) 
2 
B , 
set E An Y cos ® cos wt (8) 


gue entra en (4) es la solución de la ecuación (1) que satisface la condición de 
rontera (2), pero no satisface las condiciones iniciales (3). 


La función 
wAr cos ð cos w? 


satisface la condición de frontera (2), pero no satisface Ha ecuación (1). 


ty E unir ) 


95. u(r, 0, )= AA A+ Ar —* | Pn (cos 9) cos 0t+ 


J 








K Pr 
4 EX at 
ps Ss Ch ST Pn (cos Q) cos a > (0 
Ra 1 
donde pu” son las raíces positivas do la ecuación 
A 1 UN a (2) 
+3 
$ do e Fi pr 
lr T j ( - ) ar 
= o 
Aane Fiy am [eea] 19) 
2 E ye” 


+ 
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e LES) 
ro 1 r, $ 
Ar 5 n+ 3 v 3 pa: 
al AO A Da a 
Ty F n (n-+1) 
TE q (my | 1 — ] 
2 n+3 [ pra 
ra np E gor 
$ nn (Y. +=) dr 
A n+ Fo 
2 — — 7 77 — Ah (4) 
7 rE ay Ñ nin+1) 
J O 
$ y Ue Í po 


Observación. Véase la observación a la respuesta al problema anterior. 
96. El potencial de las velocidades de Jas partículas det gas es la solución 
del problema de contorno 


Pu 4: 0 ĝu du 

“(Fr leo) (seno), o) 
OSrSro OSAS Otto 
Ur (Ty, 0, = Pn (cos 0) f (0), 0<0<x, 0<t<+4oo, (2) 
u(r, 0, 0) =ug(r, 0, 0)=0, U<r<ra OKAS. (3) 
La solución del problema de contorno (£), (2), (3) so puede representar en 
la forma 
po 
PI É A i ) 

u(r, U, 1)= hrpi 1 sf Ss Yh 0 — — Rn (cos 0), (4) 


k=l 


dónde uj% son las raíces positivas de la ecuación 











1 
17 OY 600, 6 
n+ 5 3 
ni 
We ()= n f Wsen Mi pyan 2 6 
zo n+2 rr 
| r 47 4 a ) ar 
4 Ü MES e 
år= = 5 ————— 2 k=42 380.0. (1) 
nro np E, (y) | 1 n nri 
n+$ Ph 
12 
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E (s) 


97. u(r, O, a=(3 An —— Pn(c080)) cosot-+ 
n=l > 











n) 
s 1 i i 
+3 Pr AA > K 
n, hæl = 
2n f 
n 
Án => Tà f (0) Pn (cos B) sen 0 d9, 
or 
yz ( a 
a Y Th i 2 0.69 (2) 
fo 
or ur 
an fer 1 (2) nafa ) ar 
An = 
x rá J (u) AED 
Eea u — 
2 n+5 ii [i ge ] 
k=1,2,3, ..., nm0,14,2,3,..., (3) 
donde uf” son las raíces positivas de la ecuación 
1 
a (77 (=n (4) 
n+5 n+5 


98. El potencial de las velocidades de las partículas del gas es la solu- 
ción del problema de contorno 





Pu t 3 2 Qu 1 Pu 
y? e Es 4 a A 0 (sen 0 55) rana)» (1) 
Fo = AP (cos 0) cos mp cos wt, (2) 
Or |r=ro 
u [tao = lt lt=o =0, (3) 
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La solución del problema de contorno (1), (2). (3), se puede representar en 
la forma 


3 
5 Or 
Ar Tig 5 (=) cos tt 


C a a A: a  - XAMMAMMM>Rm5>554%1%—%1 A — 
e Ra aa e 


, 
+ 


(Bar 


E n+ E Fo 


A y Ay — a Shat PR (cos 8) cos mọ, (4) 
yr o 
h=1 





donde uz son las raíces positivas de la ecuación 








1 
T a Ma (1) =0, 5 
E n+ 2 "+$ (6) 
Fi 
A Y a e, tar 
Aro r. ntz ya nt 3 a dr 
5  _ __——— _ _ ____ _ _ __—_—_——————, 
2 (as a ¡ED 
[3 MENE! AO! Há 
k=1, 2... (6) 
or 
se Ile) 
99. u(r, 0, Y, 1) =c05 mp cos wé > An a x 
y 
n=m 
n9) 
J Ek T 
Teee a+ tl Po ) 
Xx PR (cos 0) + cos mp > D Anh = x 
n=m h=1 vr 


ini 
X PR (cos 0} cos IL T) 
o 


donde p}? son las raíces positivas de la ecuación 





1 
Je -5J =0, 
La i (M3 le L (1) (2) 
3n 
rè f j (0) PẸ (cos 8) sen O d8 
e v 
dime mtm) [wr ye (2) ( e) j’ nam 
2n+1 (n—m)! a nti a 2 ntg a 
(3) 
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r ma 


Ån I. (5) A (42) dr 


č a To 
1 O n>m, k=1,2,... 
Pa e JE an] 
nig H 


(4) 


100. El potencial de las velocidades de las partículas del gas eos la 
solución del problema de contorno 


Pet ld) 





ri sen U 
Pu a 
+ r? A Ip ) 
2t | =t) PẸ (cosB)cosmg, f (0)=7 (0) =0, 2) 
r=ro 
4] o =U] 0 =0 ©) 


La solución del problema de contorno (1), (2), (3) se puede representar en 
la forma 





a) 


ni To 





+00 
u (r, 0, 1)= 0 +3 Yin (1) 
0 


k=1 


Tr PT (cos 8) cosmo, (4) 


donde pf? son las raíces positivas de lu ecuación 











4 
Je => u)=0. 5) 
ze 3 e ( 
£ (n) 
a 
Yah (t) = ma r (1) sen (tE dr, k=1, 2, 3, e... (6) 
v 
ro 3 n) 
Ja y 4 a ) ar 
acid 9 a k=1, 2 3 (7) 
2 n4t Bk Y p 
Es Cad 3 Aar)—PrN y (Apr) 
. u(r, 0, = J Ar ——— z cosĝ, (1) 


k=1 
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donde A) son las raíces positivas de la ecuación 
1 i - 
[irns Ar 1 y an) ] [aran Mr) 7N s ar) ]— 
y T E y 
1 s 4 
[ars aria Ara | [ar Ny Ari Na (ar) ]=0, (2) 
Ñ $ E y =$ E 


1 
an= ARN’ Arri) — T N g (Arr), Ba= Arra 'g Mary Ja (Arra) (3) 
T z T $ 


Y 5 


v | rE land g ar BAN y 0901 ar 
Arai M O, k, 2,3 (4) 


Valon 3 lnr) — PAN 3 Orr) far 
E T 


ri 


a BN (5) 
102. u(r, 0, p= | <1 


Vr cos wt + 
I and g Arr) — BaN g (Anr) 
+ > Ak — a ahat f cosó, (1) 
h=1 


donde Ar, Zk, Pri tienen los mismos significados que en la respuesta al 
problema anterior, 


3 
A 


E [en (S) (e) 











a 
a=0w4 W (0, 4, Ti, Fa) z 5 N9 
ES + (> 
E [a (5) 0 (52) 
B=0w04 , (8) 





W (0, a, ri, ra) 
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W (o, a, ri, ry)= 




















pa val mm) > 
o (2) (2 
F , (8) 
AA 
ES Y 2) a] 


f r [and g (Anr)— PrN y (Anr)]? dr 
z E 


rı 


b) Medios heterogéneos 
103. La solución del problema de contorno 





a E ña =r {Fyi 1 das ++ = =>. 0<r<rj, 1 0<9p<2n, (1) 





ôr? 
e =r {FEE mua 4 4 Pig , rea] Bicis (15 
u (r,—0, q, 1)=u(7,+0, 9, £), ) 0<p<2an, (2 
up (1,—0, , t)=4, (11 +0, p, 1),2 Octa+, (2) 
u (ra, P, t)=0, (2°) 


u (r, Q, 0)=/(r, $) uy (r, P, 0)=F (r, P), 0<r<r:, 0<P<2x, (3) 


es 


+00 LA 
u(r, q )= y) Rmn (1) [[mn Cos np + dmn sen np] cos Amnt+ 
m, n= 


+ an cos ny-Ebmn Sen np] sen Amat), (4) 


donde Amn son las raíces de la ecuación trascedente 


Infor) Nnn) Jnn) 
DOn) GNA4(0r) oh @r) |=% 6) 
o Na(or)  Ja(or, 
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ed 
Ta > 


ell 


v= 





EE, (6) 


In mnr) Nn mnra) — Na (mnri) Jn (maral Jn (Omar), 
0%T7<ri 
[Jn (Omnr) Nh (Omar) — Na (Omar) Ya (Omara) Jn (Omari): 


1, <T<T'2 


Rman (r) = m 


21 ra 
| ap f u(r) f(r, 4) Rmn (r) cos ng dr 
0 


amn = 





, 


yr: 
ent Fui Bin (r) dr 
9 


1 para nÆ, 
en=(, para n=0, (3) 


2n ra 
$ 29 | 100) (0, 9) Rmn (1) sen np dr 
0 





. (9) 


Ümn= z 
n f u(r) Rian (r) dr 
0 
Las fórmulas para A y Emn se obtienen de las fórmulas (8) y (2) mediante la 


sustitución de la función subintegral j (r, p) por F (7, p) y la adición del factor 
Am,n en el denominador. 


§ 4. Método de las representaciones integrales 
4. Utilización de la integral de Fourier 
a) Transformación de Fourter 


Recordemos que la imagen de Fourier de la función F (z, y) con respecto all 
núcleo e¿ME+4M se lama a la función 


+ 
— 1 
FO, w= | | Ame, n azan. 0 


-%9 
El original se reconstruye según la imagen mediante la fórmula de inversión 


+00 
4 , G 
F (æ, = $5 el O, 1) dh dy. (1D 


Análogamente se determina la transformación de Fourier en el espacio*). 


*) Para más detalles véase el cap. V, $ 3. 
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104, Resolución. Utilizundo la transformación de Fourier de la forma (1) 
a la ecuación (1) y las condiciones iniciales (2) del problema en examen, obtene- 
anos la ecuación diferencial ordinaria y las condiciones iniciales 


A a (0.24 u2Yu O, q, 1) =0. (1) 


u, m, 0=0 (à, u), ipt 


Y (A, p), (2) 


donde u, D, Y son las imágenes de Fourier de las funciones u, D, W. La solu- 
<ión de la ecuación (1) con tas condiciones iniciales (2) se escribe en la forma 
=D, posar Ta, y EE, p= VEFE, (3) 


Utilizando la transformación inversa de Fourier, hallamos 


+00 
4 aa à 
u (z, y, )=3> { í $ D (A, p) cos apte T OSHIN) 97, dp- 
Zo 


oo 


+ 
de $ $ Ya, p) A emiatt) g) dn} k (4) 


o 


Sustituyendo los valores de P(A}, u) y F(2, u), llegamos a la igualdad 


u (T, y, n=- sii $ (o É, 1) cos apt + 


+Y (E, n) ==) ¿MM DAM) did di du, (5) 
donde 
p=V RF. 


Introducimos las coordenadas polares mediante las relaciones 


E—z=rc0sq, 2=pc090, 


6) 
Nn—y=rsenq, p=p sen 9, © 


obtenemos: A (E — 2) + p (q — y) = pr cos (8 — p) = pr cos p’, donde q” es 
æl ángulo medido como se indica en la fig. 54. 

A los primeros dos sumandos del segundo miembro de la igualdad (5) los 
inotonmos respectivamente por w (£, y, t) y us (2, y, t). En virtud de (6) 
tendremos 


4 +00 «00 2771 2H í 
u, (z, y, d= | $ j [Ye y A o or dr apaga. (N) 
00 0.0 
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En virtud de la igualdad *) 


2x 
a | eeo ap =n er) (8) 
de (7) obtenemos: 
4 +00 +00 2 
ug (z, y, == $ f Y (E, 1) sen aptJ, (pr) rar dp dp. (9) 
O: 50 
Pero **) 
h 0 para at<r, 
Jo (pr) sen apt dp = 1 (10) 
> VA para at>r, 
por_eso 
1 at 21 YE rd 
, rara. 
Uy (z, y, e f f Var, , (11) 
0 


uj Se puede obtener de uz mediante la diferenciación respecto a t, si pre- 





Fig. 54 


viamente sustituimos TO: n) por D (E, n). De esta manera 


at 2 
u (2, y, eL AS 


Y ari 


YE 1) rar do 
ti] [TO get. «2 


r=V E- FU. 


— ey Véase pl pág. 741, (13). 
8 Véase [7], pág. 751 (12) y (13). 
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105. Resolución. Utilizando la transformación de Fourier análogamente 
como esto se hizo en la solución del problema anterior, obtenemos 


u (z, y, Z, t) = u (z, y, 3, t) + ua (2, Y, z, t), (1) 


an ifii joe m, E) cos apt x 


y e~is- Huyn) +yz- 0)] dg dndbahdypaw, (2) 


ug (T: Y, Z, n= 515 f f terng net Snapt $ 


xD DAMA 7) didndi di dudv (8) 


(p= 12+/4+ v?). Pasando a las coordenadas polares según las fórmulas 
E — z = r sen ĝ cos Q, n — y = rsen ð sen p, G — z= r cos ð, 


donde 


u (z, y, z t)= 





(4) 


À = p sen O” cos y”, u = p sen 0” sen y”, y=0pc050', 


donde ð eş el ángulo entre el sentido positivo del eje z y el vector r= 
E= z) it mMm yit Gaa el ángulo entre r y p = Ai + pj + 
+ y (fig. 55), es decir, tomando el sentido del eje z por el sentido positivo del 





Ent) 


Fig. 55 


eje polar en el sistema esférico de coordenadas, obtenemos: 


+o -+o 1 NM 2H21 
=p $ $ f f f | pram csi, y-+r sen 0 sen q, r cos 0) x 
0.0000 
X Snapt etPr COs 0' p273 sen O sen 0° dp dr d0 d9’ dg ag'. 
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La realización de la integración respecto a y” y 0' da 


2a 


+o +o 
$ Y (2+rsen0 cos q, y-+ rsenQ sen q, £-- r cos 8) X 
0 


a 

1 
u= Sa f f f 
0.0.0 
sen pr sen apt r sen 0 dp dr d0 dp= 





400 00 
2 


= 1 
4n?a 
0 


x 

n 2n 

f f Y (x4r sen ðcoso, y +r sen 8 seng, z+r cos 0) x 
0 00 


X [cos p (r—at)—cos p (r +at)j r sen 0 dr dp dð dọ. 


La integral 


1 +00 +00 
== f dp $ rY (2+rsen8c0s q, y +" sen 0 sen q, 24-r cos 0) cos p (r— at) dr 
0 0 
(5) 


se puede calcular mediante la integral de Fourier 


+a «$ 00 
+ $ dp $ f (r) cos p (r—at) dar =f (at), 
0 6 


suponiendo 
rY (+ rsendcos q, y +rscn 0 sen q, z--rcos0) para r=0, 
1=( a 

para rgo. 


Si f (r) satisface las condiciones de la posibilidad del desarrollo en Ja integral 
de Fourier y es continua, entonces la integral (5) es igual a cero para ¿ X< 0 y 


atY (2 + at sen 9 cos p, y + at sen À sen p, z + at cos 0) para t >Q. 


Análogamente 


roo + 
— f dp f rY (24-r sen Bcos p, y -+r sen 8 sen Q, z4r cos 8) cos p (r-H at) dr = 


n 
0 0 
y—at sen O sen q, 2—atcos0) para ¿<0, 


=( —atY (1—at sen À cos Q, 
0 para t>0. 
De esta manera 
n25a 
Us (z, y, 5 Derr | f Y eat sen 8 cos p, y +at sen O sen P, z+ 
0.0 
+at cos 0) sen0 d9 d9, 
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uy (Z, y, 2, t) puede ser obtenida de uz (z, y, 2, t) mediante la diferenciación 
con respecto a t después de la sustitución prevía de Y por 0; 


n 2n 
ui (T, y, 2, oli f f OD (x-atsen 8 cos p, y +atx 
00 
X sen 0 sen q, 24 at cos 0) sen 8 d0 ap}. 
106. u(z, y, n= ILL as am 
ja DA q VEDA 
=V (28 (y—n). (41) 
F[E, n, E, ? 
107. u( 9% 0)=>> + 555 ( - 


rEÉat 
ra Y E EE 





dé dn al, (1) 


Pasando a łas coordenadas esféricas como en el problema anterior, realizar 
la integración con respecto a q”, O, pyr 


+00 
108. u(y, p= E [Sor+Eva, y+2n Y Dl) sent (245 di d+ 
ae E Si 
+ as [er Va E o 


Indicación. oleo la transformación de Fourier, no es difícil obtener 
la expresión siguiente 


+o 
utz, y, =p 555 fog, nm) cos A (7—E) cos u (y— n) X 


1 +00 
xcus be 02440) a de di d+ Y ar | [NS We mes px 
0 "o 
X cos p (y — n) cos bT (A? + 112) dé de di du, (2) 
si tenemos en cuenta que las integrales análogas en las cuales en vez de 


cosA ca 6 cosu(y—m) están send (2+—¿) o senp(y—n) son iguales 
a cero. Las ETEA ulteriores pueden ser roalizadhs mediante las 


igualdades 
+a n 
f viat V Ecos ( 3$), 
] cos po?cos 0 do = p cos 17 4p 
E p>0 (3) 
+% 


w rn q 
sen po?cos go do= Esai h 


-w 
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y la sustitución de variables 


EZ _p _n—Y 
2 V bt 








=%e (4) 


Las igus uneg (3) pueden ser obtenidas, por 'ejemplo; de las integrales de 
Fresne 


+00 s +0 F 
$ cos T? dr = Y = y f sen z? dz = yz (5y 
0 O! 


mediante el paso à la variables o de integración según la fórmula 
q 
z=0 Pp E (6) 
2V p 
b) Transformación de Pourter-B essel 


Recordemos que la imagen de Fourier-Bessel de la función f (r), 0 S r < ++% 
respecto al núcleo Y, (A£)*) se Jlama a la función 











+00 
1 1004. (1) 
El original se reconstruye según Ta imagen mediante la fórmula de inversión: 
+00 
== | ATAI Arda, o 
a 
109. u(r, n=- 1 T + 
CRG fr 
1+ E 1/2. 
AAA S 


Indicación. Aplicando la Lraisforimación de Fourier— Bessel de orden 
nulo al] problema de contorno 


$ y 14 ñ 
0 (++ =,) o Tenka a) 
u(r, O=} (r), ulr =g) (M<r<+o, (2 
no es difícil obtener la expresión siguiente para su solución 
+00 1 + 
utr, )= $ AT O) 008 (220) Ju (dr) d+ | F0) sen (at) Jo (Ar) dh. (3) 
0 0 





*) O, brevemente, la imagen de Fourier—Bessel de v-ésimo orden. 
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En nuestro caso uy (r, 0) =g (r)=0, por consiguiente, 


Paz 


g(A4)=0, j= 


Para F (à) no es difícil obtener la expresión 
120%, (4) 


Para ceso se debe utilizar la relación 
+w 
-0x 1 
f Alo m7 0 
y la fórmula de inversión. La sustitución de (4) en (3) da: 
+00 


u(r, 1) =Ab $ e cos (a2.£) Jo (Àr) aà = 
n 





+00 


=Re {æ f e MbHat) y (Ar) dr), (5) 
ü 
donde Re (p + q11 = p es la parte real del número complejo p + qi. 


10. La solución del problema de contorno (1), (2) (véase el planteamiento 
del problema) es 





+00 
1 2 y2 
ur => 7 f 0110) Jo ($7) sen (Si) dpe (1) 
0 
En purticular, para f(p)=4e""Y%* obtenemos: 
R2 
“AF 
A R2 R 
w (r, j= ire (cos e tT sen IF ) , (2) 
donde 
Y y R= . (3) 


Indicación, Para la imagen de Fourier—Bessel de orden nulo de la solución 
de problema de contorno (1), (2) (véase el planteamiento) obtenemos la expre- 
sión 


+0 
TO» =cos 40) | OL ADE 0 
0 





*) Véase [7], pág. 750. 
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Si, a] emplear la fórmula de inversión, utilizamos la integral de Weber 


Atr? 


+00 
4 - 
j Eo (AÈ) Jo (r) e7PË? d= gy e Es (E, (5) 





haciendo p = —ibt, entonces para u (r, t) obtenemos la expresión (1). Si en (4) 
sustituimos f (E) = Ae7%'/%*, entonces para A (h, £) nos queda 


+00 g2 1 
ia => — = }, 202 
u (A, t) = A cos (b2) $ fe Y Do 0D ES date 2 cos (bt2,2), (6) 
9 


con eso se debe utilizar la integral de Hankel *) 


emo) 


1 
MH Y 
2y+ip2 2 T (1 y) 


4 2 
E (Getz ret <p) 
para v = = 1/8, p= 2, a=) 


0, p , . 
Usando la fórmula de inversión y utilizando esa misma integral de Hankel 
para y =2, v=0, a=r y 


+o 
f Jy (at) e7?" -t at= x 
0 


(e) 


obtenemos la expresión (2) para u (r, t). 
111. Si el punto r = Ó se mueve según la ley u (0, 1) =p (), 0<t< 


< +00, entonces la expresión para u (r, 2) puede ser obtenida según la fórmula 
(1) de la respuesta al problema anterior, si en ella hacemos 


+æ 
2 2 
t=- f gu sen ( 357) dt, 
Si y (t) se da por las relaciones (1) (véase el planteamiento), entonces 
2Atp $T a r r A 
==> Gs (z5; )+ e ( bt Jp 


donde el seno integral y el coseno integral se determinan por las relaciones 





+00 
Si @= f e dt, Gi@j=— f t ag, 


u 





Indicación, Suponiendo en la igualdad (1) de la respuesta al problema ante- 

rior r = 0, obtenemos la ecuación integral para determinar f (r). Si en ella su- 

onemos p = Y E, entonces ella se transforma en una ecuación integral que 
ácilmente se resuelve mediante la transformación seno de Fourier**). 


+) Véase [42], apartado 393. 
**) Sobre la definición de la transformación seno de Fourier véase el cap. H, 


$4. 
130942 
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112, La ecuación de las vibraciones forzadas transversales de la placa*) 
para p (r, t) = 16phbf (r) Y (t) toma la forma 


¿(2,4 0y za 
Zr +b (5++%) u=8bf (1) y" (1) —o<t<+oo, 0<r<+o0 


Tr 


Su solución es 


+œ 
u(r.1)=4 james f o o sen [EE] (a) 


~ 


Para Jos casos particulares obtenemos las expresiones siguientes para 
u(r, t) 


t 
$ 2 
a) u dr, 0= $ sen Í. | = , 


t +% 
b ut =Z ym E Er) Ja (Ga) cos pò (1—1) $] ag; 


-0 


o) utr, n= Qe JE ENJ a) ELA as 


si r € a, entonces para t< ty 


n(o (E) 


y 
u(r, 1 Hit (| 1cos (7 Hr) + e (E a 
=ar t (a) 


donde 
F (2) =-7 —Si (2)—2Ci (2). 6 (2)= 2 cm 


una expresión análoga se obtiene para tœ to; Si r > a, entonces 
say. A. E eey 
E) 
AM gA é 
u (r, t) siot] p (47) +35 7 Yi 0<t< tp» 


*) Véase el problema 18, 
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u (r, y E (e (5) —(t— t) F lr )+ 


xr 


+35 ci (Er) <a (n=) s t<!i<+o 


t 
d) u(r, =A frw H (t—r) dt, 


donde 
a 
Ope: PEF gz z de 
A [os ( pr ) +5 son lafa) 
c r 
p= F? qan 7? 


E, 
du(r, t)  24pte PP t 


o etara e (afa) tp (afa) = 60. 


Indicación. En el caso a) hacer f (r)= 7O , donde ô (r) es la función ô 


impulsiva de Dirac; en e] caso c} primero hallar la imagen de Fourier— 
Ressel para u(r, t) 


=? 2 
E í Sto, (22) A, OLiS h 
u (À, t)= ) 
i Spb (ah) O A tl < t< +00, 


y después utilizar la fórmula de inversión. Al deducir las fórmulas asintó- 
ticas emplear las integrales 


+œ +œ 


| J, (2) cos (ba?) de=1—cos (5) > f J, (2) sen (bz?) dz = sen (5) . 
0 0 
Yar o (x) cos {bz?) dz = + sen (7) 5 
A 
f ZJo (2) sen (bx?) dr = 35 cos (5) a 
0 


Las dos últimas integrales pueden ser obtenidas de la integral de Weber dado 
a là indication al problema 110; en el caso d) se debe utilizar la citada integral 
e Weber. 


134 
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2. Construcción y utilización de las funciones de influencia 
de los manantiales concentrados 


a) Funciones de influencia de los impulsos instantáneos concentrados 


asa 1 


113. x(2,y, 2, 1)= Za > A [7 (1) 


donde r=Y 17 -Fya, 

En el caso cuando el impulso puntiforme instantáneo tiene lugar no en el 
origen de las coordenadas en el momento t = 0 sino en el punto é, n, Zen el 
momento t = q la función de influencia toma la forma 


$ (1-12) 


2092 E nt) =p — A, (2) 


dode r= V [HF U— MF, 
Indicación, Se debe aprovechar el hecho de que **) 


1 +00 
= $ Cos k (1—xy) dk=0 (2— xp) 
0 


y también que ô (z +- z) = O si z y zy > 0 simultánemente. La expresión (2) 
se obtiene de (1) mediante la sustitución de x= porz—E, ..., t Port—T, 
Jo que es legítimo dado que la ecuación upp = a*Azu es invariante con respecto 
a esta suslitución. 


114. x (3, y, 2, §Ẹ 1 E t-)= 


3 ê p A c V uE) X 


= 


Anar T a Y iy E 
a 
Xoo (==) à 0) 


*) Se debe tener en cuenta que la función ô es par y que ô (x) =t s(£) j 
donde œ es una constante positiva arbitraria, La última afirmación se verifica 


mediante la integración con respecto a z entre —œ y +o. 
**) Véase [7], pág. 304. 
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si en la ecuación inicial ante c%w está el signo más y 
x (2, Y, 3, E, URS t—1)= 


j $ (t-:-) ula I G AEE 


= nar r a “A Xx 
a 
xa (1-1-4), o 


si en la ecuación inicial ante c?u está el signo menos; 
= Vlad Mi a 
r= VE DF MVE DA 


Indicación. 1 problema se resuelve análogamente al anterior; primero se 
obtiene la expresión para la función de influencia del impulso instantáneo con- 
centrado que tuviese lugar en el origen de las coordenadas z = y = z = 0 en el 
momento t == O y después al igual que en el problema anterior se realiza el paso 
al caso más general del impulso instantáneo concentrado en el punto E, y, £ 
en el momento vt. La función 


_ f0 para —oo<z<O0, 
o = È; para 0<x<+o0 


está vinculada a lu función 6 (+) por la correlación 
p (z) = ô (z). 


a (r=) 
H59). x (e yẹ m 1—0 = a 





r=V -F+ Un. 
116 **). x (2, y, E, q t—10= 


A 
=.— +=: Vie), 


2na yatir 
r=YV 2E, 


si en la ecuación ante c%u está el signo más; en el caso cuando en la ecuación 
ante c%u está el signo menos, entonces en la respuesta se debe sustituir ch por cos. 





%) Al igual que en los problemas 113 y 114 primero se obtiene la función 
de influencia del impulso instantáneo concentrado que tuviese lugar en el mo- 
mento t = 0 en el origen de las coordenadas y después se realiza el paso al im- 
pulso que tuviese lugar en un punto cualquiera en el momento arbitrario t = 7. 

**) Véase la llamada en la página anterior. 
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117. Primero examinamos Ja membrana rectangular. 
1) para el primer problema de contorno, cuando x == O sobre la frontera dl 
rectángulo 


*« (7, y, 5 nm Li 





5 son E se seno Xx 




















mM, nai 
sen | aa (t— T V Ete 
l la n? 
na trt 
F E 
2) para el segundo problema de contorno cuando H£ = = 
j dx lx=0 0% luaty z 
elo] 
OY ly=o ôy u= > 
tr T maz 
x (z: y, Ë, N, t=T) =A - — S €m, n COS x 
m, n=0 
m+ n+ 
sen { (na (t—1) y mj =r Hor z} 
nīy miE nan ñ l 
x cos —— T5 cos cos — i AAA 
a E -+ ñ 
donde tm,n=2 para m-n=0 y Em, n=4 para m-n=20; 
3) para el tercer problema de. contorno, cuando 
a Y E 
lao A a2 A Te x=; =p; 
0% dx 
— — =0 zx] A =05 
wh lo "Y ye +, 
(a, y, E, Y, t—1)= 
Xx 


4 Y “02 (Umr+0m) sen (vay + a) son (Uns +90) sen (san+ 4) 
f: y abr + 1) eiten], 4 CB ER) (0a HBa) 
maso |E FER) GFR) lT TFR) BEF VA) 


csn fat) VIRT) 
a Vik Fi 


donde pm son las raíces positivas de la ecuación 


rm (1) <tg nu, 


vn, las raíces positivas de la ecuación 








==" ( vy— Zaps ) =0tg lW, 


Pm =arctg ta, 
1 
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Daremos la respuesta para la membrana circular. 
4) en el caso del primer problema de contorno, cuando 21 puro =0, 
n TA 
ye mE) yn (E) 
To 


Po 




















x (r, P, r’, P’, t— T) = > ———_= TN 
n, hað Enta (ug?) 
aun: 
Xcos n (p—q”) sen A > 
o 
donde uf” son las raíces positivas de la ecuación Jn (1)=0, 
EE 2 para n=0, 
n=(, para  n=*0; 
2) en el caso del segundo problema de contorno, cuando Z =0, 
r=rg 
xr, Q, r, Pp, t—1)= 
Hery y paar 
E a Ja ( To ) 5 ( To ) s 
8 2 
sr naro a kD eno [1 B ] Fa (um) 
uE 
ao? 


Xcos n (p—q”) sen 





to > 
donde pj)” son las raíces positivas de la ecuación J, (1) = 0 y e, toma los mis- 
mos valores que en el caso 1); 
3) en el caso del tercer problema de contorno, cuando 
ôx 


F +a% 1 r=<rp=0, 





rafo 
x(r, P, 1) O, t—7)= 


+00 Ja ( mor ) Tn ( po ) 
mo ena [ 14 E] 74 2) 


donde pj”? son las raíces positivas de la ecuación Jn (u) + Jn (H) = 0 y € 
toma los mismos valores que en el caso 1). 


118. Realizando las reflexiones pares, obtenemos, partiendo de la función 
de influencia para el plano no acotado: 








ss A 


mm) 
Ant 
nar, 


ap 
cos n (p— p’) sen —— 
Tò 





, 


+ 


3 
T = 00 (1-17) 
XU P ro Pa =)= 


—_ A  X 
a y VA" 


—— yE g, E 
na [e V eo] + a ds 


xch [e V ap Ca 


a 





Js 
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r= V r4r—2rr cos (9—q.+2% =) 5 


119. a) La solución del primer problema 
uy =4%A qu E c%u-p f(x, y, t) dentro de la región G para 0<t<-+ 00, (1) 
Ulimo=Q(z, Y), Utli=o=W (7, y) dentro de la región G, (2) 
ulp=u (x, y, t) sobre el contorno P' para 0 <t<-+-00 (8) 
se expresa mediante la función de influencia del impulso concentrado instantá- 


neo x = x (zZ, y, E, M, t— T) que satisface la condición de frontera x |r = 0 
del modo siguiente 


ato 0 | E mae bm DAD E MA y Em Dan 
G 


t 
tfa SS 16 n Da 08m 08m 
G 


t 
—a2 f eee nm q) Pri MM de, (4 
0 
Aquí 
r= cos (m, $ fp Heos (n, n) ar 


significa la derivada según la dirección de la normal exterior. 
b) La solución del segundo problema de contorno que difiere del problema 
a) sólo por la condición de frontera 
Qu 
dn 
mediante la correspondiente función de influencia x que satisface la condi- 
ción de frontera 





pls Y, t), 8 


ôx 

Ta p=0 

se expresa del modo siguiente: 
t 

e 0 + te far nda En ina 0) 
0 r 


donde J, e l significan el primer y el segundo sumandos en la fórmula (4). 
u 


c) La solución del tercer problema de contorno que difiere del problema 
a) sólo por la condición de frontera 
ĝu 
| 4 au] par yt, (35) 
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mediante la correspondiente función de influencia x que satisface la condi- 
ción de frontera 


Fetan )| =o, 


se expresa del modo siguiente 


t 
u(z, y, Y=h tta | drO uG, n dx v En nds w 
D r 


dondo 1, e f, tienen los mismos valores que en (4'). 
Indicación. Pasando a las ecuaciones 


Fab mt a (5> 
zy 
y 
du . i > 
ga m Au E eut j (e, y, t) (6) 
zy 


de zx, y, ta E, ņ, Tt y utilizando las condiciones iniciales para x (z, y, E, n» 
t — 1): 
X lær = 0, Xi li = Ô (z — $) ô (y — 1), 


no es difícil obtener mediante la fórmula de Grcen—Ostrogradski que 


ul, n = È uG, m Ort n n D 


G 
+ u È, n, 0)x(z, y, E, n, 1)) dh d9+4 


t 
+$ ar Sra N, T) x (2, Y, Es Y £— 7) dE dn+4- 
” G 


t 


sa fag [kentn mogna 
E 


—u(E, 10) A ds. (7 


Para eso las ecuaciones (5) y (6) después del paso a E, n, t, se deben multiplicar 
respectivamente por u (E, y, T) y x (z, y, & yn, t — T), restar una de otra, e 
Per el resultado con respecto a E, ņ sobre la región G y con respecto a t 
entre 0 y t. 

120. Indicación. Sea la región Q acotada por las superficies Sí y Sy: 
(fig. 56). Trazamos, tomando el punto (x=, y, z) como el centro la esfera S, de 
ra ioe; el volumen acotado por ella lo indicamos por 0,. Multiplicando la 
ecuación 


madui n b a) 
A u ` 6 
ôt int i 
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por 
ep) 





# (z, y, s, $ n, t=0= n > 


y la ecuación 


por u (E, 1, 7), se debe restar una de otra c integrar el resultado sobre el volu- 
mmen Q con la exclusión de ©, y con respecto a T entre Ty < Ô y Ta > 0, conside- 





Fig. 56 


rando u y f continuadas de cualquier modo para los valores negativos de t. 


b) Función de influencia de los manantiales concentrados 
de funcionamiento continuo 


5 
1 tt —— 
121. O (T, Y, Z, To, Yor Zo: q EL, 
donde 
r= V >a E UF y 2. 


se 


E 


1 E fm) dT 





ma ) Veu- yF 
122. © (2, y, Zp Yo, t) = > 
para t>—,» 
a 
0 para 0<t<t, 


donde r= Y (2=20)*+(Y— yo)”. 
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+) 
| dF (r) 


123. D (z, Y, 2, => > 7 9 
dr ls 


E D 





donge 
co) re (a) 
y ra son las raíces positivas de la ecuación F (r)=0, 


ae BCE 





, 


donde œ, es la proyección de la velocidad del manantial sobre la dirección del 


radio vector r, trazado desde el punto de observación al manantial; por eso En 
se puede anularse sólo en tal caso cuando la velocidad del movimiento del ma- 
nantial w > a; por consiguiente, sólo en esta condición la ecuación F (r) = 0 
puede tener más de una raíz. 

Si el manantial se mueve rectilíneamente con una velocidad constante v, 
entonces, dirigiendo el eje z en el sentido del movimiento del manantial, obte- 
nemos 





a} para v< a, es decir, para M=2 <1, 


_ M ({zr—v) + Veta MA A 
5 ol si E) O ) í 
AMES nra VEFA MAF : 


b) para »>a, es decir, para M=Z>1 


M (200) + V E— 019 (M0—1) (1422) 
A q 
M (z— vt) — Y (¿—v1).— (M2—1) (y24 22) 
N afet a0 ) 
> 


0Y 10 aT 


Observación. Con esta igualdad la solución se determina dentro del cono 
circular con la vértice en O” el eje de que sirve el semieje negativo de r y 
el segmento OO’ (véase fig. 57); ctga = M? — 1. En este cono la raíz 
VE — vt) — (1? — 1) (y? + 7°) es real. Si el manantial empezó a actuar en el 
momento de tiempo t = 0 cuando se encontraba en el punto O, entonces la re- 
gión, en que las perturbaciones excitadas por él pueden ser diferentes de cero, 
es la parte del espacio acotada por el cono mencionado y la parte de la esfera de 
radio at con el centro en el punto O (el punto O está dentro de esta región y el 
cono es tangente a la esfera). 
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z) en el momento t para v>a 


En el punto de «observación» A (zx, pas ek omento £ pra y E 
anti s Ay, 


llegan las perturbaciones emanadas por el 






z S 
Ai 
(Zyz os 


A (2YZ) ON, 





0 
$ Aj vi! Az PN 7 
, y Y 
£ ES 
f Z 
Y gi 
Y 
/ 
Fig. 57 


y A+. Las distancias A,A y AzA son iguales a 
M (z—vt) t Y vt? (421) 42%) 
M?—i 


A¡A=r,=— 
M0 V 00 PD (+2) 
AJÁ=r9=— mi $ 


; r: 
En el punto A, el manantial se encuentra en el momento t=t-= y en 


el punto A, en el momento nh=t— i, 
Si la potencia del manantial es constante y es igual a q, entonces 


a) para v<a, es decir para M= <i, 


O tz y» 2 t) AS o 
ORT 4 VERA MD (A AA 


b) para p>a, es decir para M=>> i; 


~ 1 q 
(a y a )=3 3 VEN 


Indicación. En la integra] que expresa la solución de la ecuación (1) 
con las condiciones iniciales (2) 


1 sE HL sgire minx 


D (z, y, 3 1= ETY 





Xx8 (£—121) dí dy al, 
r= VE F O — MF GD", 
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donde [0] significa que en la función D el argumento t está sustituido por 
t> , es conveniente pasar a las variables nuevas de integración &, f, y: 


a=5-[Xj, P=n—IYi y=£—I12); 


con esto en vez del determinante Paay 


D (%, By 
determinante DEn O ` 
i24, El manantial está en el origen del sistema de coordenadas 0'x'y'z' 
que se mueve junto con el manantial y está situado como se indica eu fig. 57, 
g = w =z, y =y? =s 


es conveniente utilizar el 


a) Para v < a, ¢s decir M = > < 1, se obtiene Ja ecuación de tipo elíptico 


Pu 1 Pii y ON 4 : : iy 
sti lr) a sw 


n O: < 
Vi—mM:” ViIlIM? 


mediante la sustitución de variables 2=E, y'= 


se transforma en la ecuación de Poisson 








a a Pu 4 
Ft (7) 908810, 


cuya solución es la función de influencia de) manantial concentrado 


a EER 
O VEA 


, 


o en las coordenadas iniciales z’, y’, z’: 


A A 
A 


u(t, y, 2)= 
b) para v>a, es decir para M=>> 1, se obtiene la ecuación de tipo 
hiperbólico 


Pu 4 bu , ôu 4 un 
Sm (tr) tr Seh 


Resolviéndola mediante la fórmula integral necesaria con las condiciones 
iniciaJes 


A =O 
obtenemos 


A o a 
AE DS TAZA 
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125. Sea que el electrón se mueve a lo largo del eje 3 con una velocidad 
v = const*), a==<v< cĉ, donde c es la velocidad de la luz en el vacío 


Ve 
ya= pam la velocidad de la luz en el dieléctrico en examen con la constante 


8 
dieléctrica e. El potencial escalar del campo magnético excitado por el electrón 
móvil es 
para  vt-—=z2 > yr, 


2e 
e-f e y pt— 2)? — yri (1) 
0 


para  vi—3< yr, 
Aquí e es la carga del electrón; P=4—1 r= y z3} y, y so supone que 
en el momento t=0 el electrón está en el punto 
z=y=2z=0. 
Las componentes del potencial vectorial son iguales a 


A¿=4,=0, A¿=eZ0, 2 

además, 
1 94 , 
H=r0t A, E=-—grad cd de rd (2) 


En cada momento de tiempo t el campo electromagnético excitado por el elec- 
trón es diferente de cero sólo dentro del cono con vértice en el electrón (fig. 58) 





Fig. 58 


y las superficies equipotenciales dentro del cono son los hiperboloides de rota- 
ción (vt — 2)? — y?r? = const, a 

Indicación. Para los potenciales escalar y vectorial tienen lugar las ecua- 
ciones 


e 0% ån 

50 E e Ps 3) 
e PA án . 

84 cd gia c pa 


*) En realidad osta velocidad variará como resultado de la radiación de 
energía por el electrón. Para más detalles sobre esto véase [18]. 
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además *) 
à e 4 al 
div A+ > (4) 
En nuestro caso 
je =9=0, j£ =vp=veb (2) $ (y) ô (z— vt), (5) 
p= eô (z) 5 (y) ô (z— vt). (6) 


La sustitución de estos valores de p y j en la ecuación (3) inmodia- 
tamente da 


Az=Ay=0, Aj=e 9, a 


por eso la igualdad (4) se transforina en la igualdad 


OA, , e ôP _ 
EX” e 


lo que permite, utilizando (7) y (8), expresar todas las componentes del campo 
DANS por medjo del potencial escalar «p. 


à ZAGS 
H r cos œ (e—2) +E sen y(t —'E) ] sen 0, >_, 
H= - 
o 
0 t<>, 
A 
A r seno (4) —H coso (1—2) | cos o, >t, 
E,= e 
Y 2M, cos 0 r 
Tp s teg 
M0? ¿BE r T r 
oE [( =fr) cos © (:—=7) ta w (=+) Jeen 8, 
P 
Es= >> 
M a 
A at, 


127. Para los desplazamientos de u, v, w, en el sentido de los ejes z, y, Z» 
considerando que la fuerza F (1) es aplicada al origen de las coordenadas y está 
dirigida a lo largo del eje z, obtenemos la expresión 


$ 


> 
u= [E (+) ] frenar lr (eL) 
E 


*) Véase [7], pág. 498, 
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e a (Jj ro hr (a 


ajine oja 


r 
E 
e | =- (5)] | Pla EF (+-2)- 
E 
n 
(3) 
«londe 
e DO IEA, pi, 


p es la densidad de la masa del medio; a, lu velocidad de propagación de las 


deformaciones longitudinales; b, la velocidad de propagación de las deformacio- 
nes transversales. 


Indicación, A la superficie de la esicra pequeña de radio r con centro en el 
origen de las coordenadas se le aplican las tensiones elásticas, cuya resultante 
«debe coincidir con F (t). Por consiguiente, cuando r— 0 las tensiones deben 


tener el orden 4 (si sólo F (t) $ 0 y csuna magnitud constante). Los desplaza- 


mientos cuyas derivadas son proporcionales a las tensiones deben tener el or- 
den —. 
r 
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ECUACIONES DE TIPO ELÍPTICO Au + cu =—f 


$ 1. Problemas para la ecuación Au —x?n =f 


1. La concentración del gas en el punto M (z, y, z), que se halla a una 
distancia r del manantial P= P (E, n, [) es 


A: A a e 
E r AE = y=)’ + p. 
donde D es el coeficiente de difusión, x? = £ ; f, la constante de desintegración, 
Qo gnur er 
> e rs (0). 
donde 
M=M (z, y, 2) P=P(E,u0, 
r=y u- tunte, 
rı=MP = yV itU FEF, 
Pi= P, ($, h =o 
El manantial está en el punto P (E, n, %). 
Indicación. La condición de la estanqueidad a los gases de la pared z = 0 
Bel a 
0% lio 


demuestra gue la reflexión con respecto al plano debe ser par. 
3. La función del manantial puntiforme para la ccuación 


Azu — xu = Ô 
sobre el plano (x, y) es de la forma 


+ 4 
Ginn i n= gg Erh 
donde K, es una función cilíndrica de argumento imaginario, orden nulo, y se- 


gundo género, 
r= ye- F Uny. 4 

La interpretación física de la función del manantial es la concentración 
estacionaria excitada en el punto x, y, zo, Por el manantial del gas inestable, 
uniformemente distribuida sobre la recta infinita paralela al eje z y gue pasa 
por el punto E, 1, zo; la potencia del manantial por unidad de longitud es 
igual numéricamente a D. 

4 

4. p Glory Em) = Fa [Ko(er) + Ko(ur 1)» ' E 

donde , 
r= Ve- Ftu, n= Ve F. 

140942 


www. FreeLibros.com 


626 Respuestas, indicaciones y resoluciones 
5. Si el manantial está en el punto (E, n, £), entonces 


Q z ea en 
4 
“=D 2 [ æ ] ’ 


ra= VG- FUS FGS h, e 
ra= y eE y ERY 
gn=2nl +, bh=2ni— g. 


Indicación, Las imágenes en los planos z = 0 y z= 1 son pares y están 
en los puntos 


G n nEn y mt =2n1— 0. 
La convergencia de la serie es evidente en virtud de la existencia de los factores 


expotenciales en y ear bajo el signo de la suma, 7 
6. Si el manantial está en el punto (E. 1), entonces 





donde 


Y S) Kotra} HK (rf) 
n= -0 " 

donde 

A 

1 Edo o q 
ra= V E-F a, 
m=i, Na= nen. 
Indicación., Véase el problema 5, La convergencia de la serie se ve de la 

fórmula asintótica i 


—— 


Ko o= 73 o 


œ 
Q Yn (M) pr (P) = Vi FR la- 
7 u= > — Ae nat ld 
, 20 2 Ty Vi TA 3 





ni 


donde (M (z, y); z) es el punto de observación, (P (¿, m); £), el punto en que 
está el manantial; A, y Y,» los valores y funciones propios del problema plano 
Arba + Ann = 0 sobre S, 


pn 
dv 





=0 sobre C, 


S, la sección transversal del tubo; C, su frontera; v, la normal a C, 


lapa = È h as. 
8 
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Indicación. La solución del problema de contorno 


Dâu— u= — f 
é j dentro de Y, 
Au— du = —=p57 


2 sobre E. 
ôv 


donde Y es la superficie del tubo, se debe buscar en la forma 


u= J) un (2) Mn (M). 


n=1 


Conociendo la solución de este problema, no es difícil pasar al caso límite deL 


manantíal puntiforme. 
8. Si el manantial está en el punto (p, 6”, y”), entonces 


, : u(r 0, =D er, 0, 950 0 4) 


donde G (r, 9, pi p, O”, y”) es la función del manantial que se define por las 
fórmulas 


a a YPO DYA E, p) 
mr Y AA antr, oh 
n=0 k=-n ll n l? 
donde à 
k k=>0 
Y = PÈ) teos 0 cos ho para j 
2 ae Gas E sen |k] para A<0 


son lus funciones esféricas; P$), las funciones asociadas de Legendre, 


yw = AL : —/2 para k=0, 
Ya N rr (ma a para k0, 


rè l&k (xa) nn (xP) — En (4p) nh (xa) LD, para rco, 





Gn (r, p= E g 
x? {Eh (xa) Nn (4r)—En (xr) nh (xa)] gE para r>p; 


1 E 
En (1)=x2x ? E (2), Tn ()=x z F + (2). 
2 


Indicación, Representar la solución del problema Au — x?%u = —f, «y | raao™ 
=0 en la forma 


a 21 1n 


u(r, 9, a= f fon 0, Pi Ps O', q) j (P, 8’, p’) p? ap sen 8’ d9’ do'. 


14* 
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Haciendo 
om a ` o n 
u=) Y um YPO pA =X Y InP O, q). 
n=) k=-n n=04=-8" 
obtenemos 
Luny = (ru) — (rn (a+ 1)) nx = — fnr 0), Ufa (a) =0, 
a 2 1 
unr (1) = È Gn (r, P) fnn (0) rdp, nr= È $ 100, 0, YO, 0)x 
0 D 0 


X sen 8’ d0’ dp’ 
LGn = 0 (rP) Cn (lp — 0, P) = Ca lp +0, p) 
1 
Gh (0-40, p) —Gh (p—0, Y Gi (a, p)=0. 
9. Si al eje z del sistema rectangular de coordenadas lo dirigimos a lo largo 
de vy, entonces 
-xr- p 0-0) 


AA, 


donde 
ro, VOTAR 
10. Si r=a es el radio del cilindro, entonces 


Io (xr) -yani 
Lo” r=y ty, 


Indicación. Se exige hallar la solución acotada de la ecuación 


u (r) =u 


Ayu =Yu=0, r<a 


<on la condición 








u |r=a = Uy. 
Ae Ke (xr) 
tí. u= u (r) = ug Ko (a) * 
vi I, (xr) i 
is a z7 a ER 
220.8): MORT yr 1, (ua) “7 shxa * 
Ey 
_ 1a (4r) 


e va 2 a 12 xrchxr—Sh xr 
b) u=ue Y La A h (+) o 
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13. a) u=u 





Ya 
Vr 











Z a zZz "a ay2 arpi ern 
b) u= uo y a o=w(+) ari a -cos 8, 


14. a) Si la superficie terrestre coincide con el plano z = 0, entonces la 
e de la concentración de la emanación dentro de la tierra se da por 
a fórmula 


Ln sh xr para 0<z<h, 


4 (—e7*chxh) para h&z< o, 


donde x = YE ; P es la constante de radiación; D, el coeficiente de difu- 
sión, f¿, la densidad de los manantiales. 
b) El flujo de Ja emanación a través de la superficie terrestre es 


Qu 
üz 


aie enh, 


=) 
3 2=0 x 





15. a) Si z= 0 es la superficie terrestre y el manantial está en el punto 
(0, O, h), entonces la concentración es 








en Qa eri Y ai 
= ZaD ( ry ro q 
donde 


n=y pF Eh, ra= VPFEFA, p=y Fy. 


b) (El flujo a través de la superficie terrestre z = 0 es 


s 23 (+=) e 


du 
0 =D T 








donde 
r= VPF. 


16. Se exige determinar Q, y h. Para eso, utilizando los resultados de obser- 
vación, es decir, la magnitud q (p), hallamos el €Inju total a través de la superfi- 
cie terrestre 


2: 


j g (P) p dp dp = Qoe ~ ™*". (1) 
9 


Q= 


atm? 
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después la integral 


ozn 


aa f gp? dp dp = — Qot | 





r ( ca ) pap] o= 


Steag 


E pm paa E zh ch 
= Qph f === dp = Qoh f e77 hE g= Qprh-K, (xh), 
j Veth à 
ó 
I = Qh Ko (xh). (2) 
De las fórmulas (1) y (2) tenemos 
Ko (ah) 


De aquí, dado que 7 y Q son conocidas, determinamos la variable à y después 
según la fórmula (1), la potencia del manantial Qa. i: 

La posición del manantial en el plano horizontal se determina obviamente 
por el máximo del fluju de observación q (p). 


$S 2. Algunos problemas sobre las oscilaciones 
propias 
1, Oscilaciones proplas de las cuerdas y membranas 
17. Designamos por v= v (x) la amplitud de la desviación del punto de 
La cuerda con la coordenada x. Se exige hallar la solución de la ecuación homo- 
géónea 
v+ikw=0 


con las correspondientes condiciones homogéneas de frontera. 
a) Las condiciones de frontera son 


v(0=0, v(1=0, 
los valores propios son 


2 
an= (F) (Mad, 2, ...), 
las funciones propias son 


ann 
Un (1) seg — T, 


t 
el cuadrado de la norma de las funciones propias es 
I oa I = 1/2, 


b) Las condiciones de frontera son 
v(0)=0, v()=0, 
los valores propios son 


m= (FY 60,12% 0d 


www. FreeLibros.com 


VIl. Ecuaciones de tipo elíptico 631 


las funciones propias son 


Un (1) =c03 Ta (n==0, 1, 2, ...), 


el cuadrado de la norma es 


1 2, n=0, 
len l= y en, en={ 1, n0. 


c) Las condiciones de frontera son 
.v(0=0, v()=0, 


los valores propios son 


palat 
An [2 (10,4, 2 -. 


as funciones propias son 


alta reti, fitte 


el cuadrado de la norma es * 
Il un I? = 1/2, 
dy Las condiciones de frontera son 
v’ (0) — he v (0) = 0, v (D+ hw {h = 0, 


donde h, > 0, h > 0, 
los valores propios Ap se determinan de la ecuación trascedente 


(nth) VA 
te ViI= cm y (1) 


hi+h 
eu, dn = hs 


las funciones propias son 
1 == = = 
Un (2) = VTR [V An cos V Anz -t h; sen V Anz), 


el cuadrado de la norma es 


l, (hit ho) (h-t hiha) 
lon = ZERE AD hF AD 


En el caso particular cuando h, = hę la ecuación (1) toma la forma 


(n=4, 2, ...). 


b a 
i 
> h= e 
08 
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e) Las condiciones de frontera son 
v(0)=0, v()+kv()=0, 
los valores propios A, se determinan de la ecuación 


ga=—H, nmth 1,2, .., 
las funciones propias son 


Un (1) = sen V Anz, 


el cuadrado de la norma es 
E 
2 * 2 (45 +2%8) * 
f) Las condiciones de frontera son 
v(0)=0, v()+h()=0, 
los valores propios A, se determinan de la ecnación 


hi 2 
BeeT , An= hi, 


las funciones propias son 


Y, (z) = cos V Ant 
el cuadrado de la norma es ” ) ad 


l hi2 
on VPF mn: 


18. La ecuación de las oscilaciones propias longitudinales de la barra 
heterogénea es de la forma 


d dv E, (2 < £o), L< Lo), 
Al1ozgjre- ns {aora 
a) Las condiciones de froniera son 
v(0=0, v()=0, 
los valores propios se determinan de la ecuación 


7 > 
2101 cly q tabs ctg VA (1—x,)=0, 


a3 


JE avi 
$ VE, a Pa” 


las funciones propias son 


donde 


sen hn 2 
A para 0Z1< i 





Un (1) ge 
sen Vin (l— z) 





DA 


sen 
t “ 





VAN aa) 
: 
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el cuadrado de Ja norma es 


poa 192 PUEOO aA, 2, oodo 
2 sen? y xy 2sen? Yin (1— 2) 
1 2 
b) Las condiciones de frontera son 
v' (0) =v (1) =0, 


Los valores propios se determinan de la ecuación 


f Vi 
a101 tg Ya To- åP: 18 ES (—2)=0. 


Las funciones propias son 





Vin 
a 





cos z 
-VE para Û<I< Ip 
cos -R xo 


Pn (x) , 


cos LAn (1—2x) 
V An 


2 (1—2p) 


para o< <i, 


3 
[E 





el cuadrado de la norma es 


PA. A E E E A N 





2 cos? V An zo 2cos? Vhn (1—£p) 
ai a3 


c) Las condiciones de frontera son 
v’ (0)— hw (O) =0, 0 ()+how()=0, 


Los valores propios se determinan de la ecnación 


2 & VA 1 i 
Ps añ 
ap a 1 
Vita, tg L zx, YA tg UL (—2,) 
a âi 23 Qs 
donde 
YE, sn Ez 
a =)| q y T 
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684. 
Las funciones propias son 


Xn (2) para U<x<zx0 
X n (o) 

Un (=)= Yn (z) (n=1, 2; se) 
Ya (20) para xx <<! 











va VE. 


2 z-4a,h, sen 





Xn (2) =Y An cos 


Yn (2) =V ñn cos 2 ((—) + azh, son Vin aa). 
2 


El cuadrado de la norma es 


len r= $ j XRG) de + piy j Yh (2) dr, 


Indicación. Se exige hallar las soluciones no triviales 


viz) mra Ù< I 
c(=i — 
vr) parara xx <z<! 


«le las ecuaciones homogéneas 
= 


r+ r=0, v 
aî 


r= 
Fa =ü, 


que satisfacen las condiciones de frontera a) o b), o c), y las condiciones de 
<onjugación en el lugar de la discontinuidad de los cosficientes de la ecuación 


Eo = ES para x=. 


v='w, 
Es conveniente buscar la solución en la forma 


X (2) 
=> para 0 <x < zo, 
A Ye) 
Y (20) 
A 


donde X (z) satisface la ecuación X” +X = Q y la condición de frontera 
1 
Aymo y la condición de 


para z=0, e Y (x) satisface la ecuación Y” + a 


para 2 ¿<z<Ii, 


Írontera para z= L 
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Las funciones propias son ortogonales con peso p (z}: 


4 xo 
f 0n (2) tm (2) p (2) dr=pr | Xn (2) Xm (2) dx+ 
à 


i 
+0 | Ynt)Ymidd=0, mn, 


xe 
t x 


o 1 
= e g p 
lon |2 f vi (2) p (2) dz Kk n) f X% (1) d+ MITIN y dz. 
+ 


19, El peso está en e) extremo z = 1. La condición de frontera en este extre- 
nuo es de la forma 


v' (1) =£ (De 


Las funciones propias {vp {z}} satisfacen la condición de ortogonalidad con la 
<arga 
1 


f Vm (T) vn (2) p (%) dr-4+Mvm (}) vn (i) =0 para mon 
ù 


El cuadrado de la norma de la función propia v, (z) se determina por ta fórmula 
l 
l[on 1?= f vh (2) 0 (2) d24+ Mv (1) (n=1, 2, 3, ...). 
ü 
a) El extremo z == 0 está fijo rigidamente, » (0) = 0, 
Los valores propios se determinan de la ccuación ctg Y An! = “ V En, las 
funciones propias son e 


el cuadrado de la norma es 


Mm, M 
|l ën n=-L Dp tT. 


Las fórmulas de las correcciones de los valores propios: 
1)_si el peso 4/ es pequeño, entonces 


dn=28 (E), 


2 
donde A son los valores propios de la barpa no cargada 
con el extremo libre;; 
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2) si 1 el peso M es grande, entonces 


2P 
PA sas 
2 
donde 15 = TN” son los valores propios de la barra con el extremo  = E 
l 


fijo rigidamente, 
b) El extremo z = 0 está libre, v’ (0) = 0. 


Los valores propios se determinan de la ecuación tg YAni = — = Viha 
Las funciones propias son 


cos Y Anz 
tn (2) = cos —_—_—_——— rmd, 2, 3, ...), 
n (2) cos Y An! (e ) 
el cuadrado de la norma es 
pi mM M 
ll tn 1P=-3> (+55) 43 


c) El extremo z = 0 está fijo elásticamente, v” (0) — hv (0) = 0. 
Los valores propios 4, se determinan de la ecuación 


E 
(+0) 1% 


Las funciones propias son 


tg Y inl= (m=1, 2, 3 ...). 


Xn) 
Xan)? 


Xn (2)= Y An cos Y hnz-=h sen Y Anz. 


Pr (1)= 


El cuadrado de la norma es 
, 1 
lën =z ll Xn l°. 


Indicación. La condición dinámica de la carga del extremo « = 1 es de la 


forma Muy, = —Euz (1, £). Suponiendo u (z, t) = v (x) T (t), obtenemos des- 
pués de la separación de variables pura v (x) la ecuación 
"+iw=0, v m= 2 (1) 


La condición de ortogonalidad se deduce de la fórmula de Green 


1 
j [onh (m)—vmL (0n)] de=[envh —umbr Ns 
v 


dondo 
L (v) = (Evy. 
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Para calcular la norma se debe utilizar la ecuación característica. 
20. La masa concentrada M está en el punto z = zę. 
a) Ambos extremos de la cuerda están fijos rígidamente, 


v (0) = 0, v{)) = 0. 
Los valores propios A, se determinan de la ecuación 


Vin vi 





ctg zat ctg 1—2 (20 EV Fr. 


Las funciones propias son 





sen Vin, 
PL para 0<x< zo, 
o 
Un (1) = p 

n Vin ia) 

— A —Á ra I< 
Vin eE pa o 

t 


El cuadrado de la norma es 
l— 
im po —L S O 1 a A 


2 son? Vit zy 2Sen? Va ap 


b) Ambos extremos de la cuerda están libres, v' (0) = 0, v (1) = 0. 
Los valores propios 4, se determinan de la ecuación 


(rn=4, 2, ...). 








q a Zo rg On —2)=-E Vin. 
Las funciones propias son 
EN Vins 
-a para 0<zI<zo 
n 
Dn (1) = p 
cos Via) 
e A 
| cos ng a) 
El cuadrado de la norma es 
|| vn ps — n H la=1, 2, ...). 





2 cos? Vis 2 cos? VA 7 (120) 
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c) Los extremos de la cuerda están fijos elásticamente, 
Y (0) —hy0(0)=0, 0 (1) + har (l =D. 
Los valores propios se determinan de la ecvación 


viu O É 12) ah via, 


a ah; E zo + VA 





M 
=VNZ. 


Las funciones propias son 





A para OULEL Ty 
Xn (zo) 
Un (1) = Ya (2) 
n a 
ENA para <r<l, 





Xn(2)= Y hn cos 2 Yin ER g-t} ah, sen AT t, 





Y n (7)= Y hn cos YE —2) 44h, sen —= Via U—2). 





Li cuadrado de la norma es 
1 
I en ||? = pon vh (x) pdr4 Mvg (so (n=1, 2, ...). 
21. La ecuación de Jas oscilaciones transversales propias de la barra homo- 
génea es de la forma 
Ao, 
a 1 
donde a? = + E es el módulo de elasticidad; Y, el momento de inercia de la 
sección transversal respecto a su eje horizontal; p, la densidad de la barra; S, 
ul área de su sección transversal. 
a) Ambos extremos están fijos rígidamente 
v=0 v=0 para 2=0, r=}, 
A 
An=as Eh. (n=, 2, ...), 
donde p, es la raíz de la ecuación 


ch y cos p = 1. 
La función propia es 


Un (2) = An { (ch Ln F—cos un +) (sh pn— sen pn)— 


(Ch in =C0S Un) (sh n {sen An =D). 


donde A, es un factor arbitrario, 
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b) Ambos extremos están libres, 
vY4=0, v%=0 para 2=0, z=1, 
us a 
n= Ën (n=14, 2. ...), 
14 
donde y, es la raíz de la ecuación 


ch u cos p = 1, 


Un (1) =An Efen E 2 ecos Ë2 z) (Sh Un — Sen pn) — 


— ith uncos Hn) (snr x— Sen 22) ) i 


c) Un extremo (z = 0) está do $ el , Segundo extremo (z = 1) está libre, 


v= 0, Y =0 para z= 0; Y = ’' = 0, parą z= Ł 
anmas ER (u=14, 2, ...), 


donde n, es la raíz de la ecuación 
ch u cos p = ~i, 


Un (12) = An { (enë x— ws iz) (sh un — Sen ptn) — i 


i — (ch n= coSs jin) (sn 7 r— sen a). 


2. Oscilaciones propias de los volúmenes 


22, Sean z = Ô, z = a, y = Ô, y = b los lados de} rectángulo. 
a) Si la Frontera de la membrana está fija rígidamente (v= 0 para x= 0, 
a; y =0, b), entonces los valores propios son 


2 n? 
im n=" (+++) Um, no 4, 2, <<. di 


las funciones propias son 


n 
Vm. n (7, y) = sen E a sen TZ y, 


ab 
llm. n r=7- 


b) La onera de la membrana está libre (», = 0 para s = 0, a; vy = 0 
para y = 0, 


2 2 
Am nem (+4) (m n=0, 4, 2.) 
Vm, n (¥, y) = cos = z COS Ye 


ab 
i vm, n h°= 7 mens t0=2, er=1, kÆ. 
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c} Dos lados opuestos z = 0, x = a, estén fijos rígidamente (o = 0 para 
z= 0, a) y otros dos (y = Ô e y = b) están libres (v, = 0 para y =0, b), 
mt, n2 
+) (met, 2 o 0, 4, 20.0), 





Am. n=? ( 
Tm nn 
Um, n (Ls Y) =Sen -7 2009 7 Y 


lem. n |2= $ bens 


e) Dos lados adyacentes z = 0 y y = Q están fijos rígidamente y otros 
dos están libres 


2 2 
hm, n= ie CA E (m, n=0, 1, 2, +...) 


Ym. n (z, y)=8en Hirti Hain seig >” 


Nem, n lè=7 
f) Todas las aristas de la membrana rectangular están fijas elásticamente, 
vy (0, y) — hı v (0, = 0, vyla, y) + hav la, y) = 0, 
vy (2, 0) — hav (z, 0) = 0, vy (z, ò) + hav (z, b) = 0. 
Los valores propios %y,n se determinan de la ecuación 
Amin = [PP + IPP (n=1,2,...), 
«donde ji? y uf? son las raíces de las ecuaciones 
E E A s 
Um, nz, y) = [P CO3 ym r hy sen pmr] [p cos us? y + ha sen iy] X 


1 
E K Q m æ æ mm 
V uath VUR FA ? 


=[2 (hi + ho) Lum?) + hiho] 
MA AA) A 
x {2+ (hat ha) Iui)? + haha] 
ETA UA] S 
23. El origen del sistema polar de coordenadas (p, q) colocamos en el centro 


«del círculo, el radio del círculo es igual a a. 
a) La membrana está fija rígidamente, ” [pa = 0. 


«no 


2 
Los valores propios son Am, n= (=) , donde uy? son las raíces de 
da ecuación Jn (u) =0, 





um A y 
md (E) A (0, 2 0005 m4, 2, 020, 





a | sen nq 
are 4 2, n=0 
I vm, n IP= 3 Ha h en= 1, nÆ). 
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En particular, para n=0 


pure 


a 





o—om=do (Lp), Iom =a} (p). 


b) La frontera p=4 de la membrana está libre (=0 para p=a) $ 


am. n= ( EE- JA, 





donde p 53 es la raíz de la ecuación JA (1)=0, 


tm. n (P, P) =n (e) cos HQ, 


a sen np, 


2 
lem, nl a LPI 21 3% (5D) (m=1,2, +, n=0, 1,2, ...) 
m 


c) La frontera de la membrana está fija elásticamente (Stro) = 


piza 
=0, 





Am. n= (H T; 


donde pg es la raíz número m de la ecuación 





un (1) +2XJn (1) =0, 
pa pm cos np, > o 
Um, n (P, p= ( k p) sen np (1=0, 1,2, .. met, 2, ...). 
Nom, n Ne= LaRue nt] JA (ua) o 





2 RD) q? 
llom, A e A a gor. e) 


La fórmula (1) es conveniente para A pequeños, la fórmula (2), para h grandes. 
El paso al límite en (1) cuando } — 0, da la expresión de [| 0» 11? del problema 
b); el paso al límite en la fórmula (2) cuando A > 00 da || Py,r ||? para el primer 
problema de contorno a). 

Indicación. Se exige resolver el problema de contorno para los valores pro- 
pios 

10 dv 1% f 
— — — A ——Á v= HO, y) 


aol p=, bpe, 0) ¿(a Hho (a, 0. 


El método de cálculo de la norma está indicado en 
Deducir la fórmula general 


La solución se busca en forma del producto v (p, } = R (p) ® (H. 
17). (pág. 000) 





n (Eo) =E rw (E) 0] 


150952 
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24. Indicamos por a, b, c, las aristas del paralelepípedo. 
a) Si v = 0 para z = 0, a; y = 0, b; z = 0, c, entonces 


2 kè 
Am, n, k= n? Mz Hiti ) (m, n, k=1,2,3, ...), 


an nk s abe 
vm. n, k= sen Tt z sen T y sen ZE z, lem, n, IP=- 


Las funciones propias normadas son 


= 8 
v =yY Z v 
m,n,h ube M, n, ke 


b) Si están dadas las condiciones de frontera de segundo género 
ve=0 para z=0, a; vyy=0 para y=0, b; v¿=0 para 2=0,c, 
entonces 


si 
Am, n, k= n? (+ pat $r) (m, n, k=0,1,2,+--), 


Tun nn nk 
Um, n. paco COS p Vos TA 


abc 2, j= 
ll Vm, n, x l? = -g emEnEk, s={7 ad 
Lus funciones propias normadas son 


v, nRT mmm m, R, R 
m, mA T Tom, n.a N 


c} Para el tercer problema de contorno 
(ve — hw)x=o = 0, (1: haywa = 0, 
(vy — haWy=0=0, (vy F hi0)y=b = 0, 
(z — hst)z=0™ 0, (07 + hgu)z=e = 0 
tenernos 
minin = [pPI Pr Dag, 
donde pi’, pg’, pi son las raíces de las ecuaciones siguientes 


(hi + ha) p (hst ha) O (ho + hay p9 
> "E K= O Eh , tg pca MA 


MOP heks’ 
Pm, n, h= Xm (£) Yn (y) Zn (2), 
4 
= } —ar 
Xm (2) = (H? cos ppr -A+ hi sen ppp) VUE , 
1 
Yn (y) = (1fP cos up Py + hy sen pj? y) —======7 
n (y) = (uR HPY -Rs VIDA? 


Za (2) = (4? cos pj??2-+ ha sen 192) TEE y 
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{hy + ha) Lum)? + hiha] ) x 


Ilom, n, è #5 {$+ IL F RA PHAR 
3 ( CA A Rahal ) S 4 (5 + ho) [(49)%4 Mula] 
2" 214029 A hil URH Ri] 2 2RR Y + Ril EE HR S’ 


m, n, k=4, 2,3, ... 





25. Bligímos el sistema esférico de coordenadas (r, 0, q) con el origen en el 
centro de la esfera de radio a. La ecuación inicial es 























Av + iw = 0 
ó 
Ie g 2 3v í Ó a ĝv 1 8y 
FFAA (sen 0-55 ) Harzen pyr +=. 
a) El primer problema de contorno: vy=0 para r=a, 
(3) Y 
Um 
inme ee (2=0,1,2,,..m=1,2,...), (1) 
1 
q 
donde e z) es la raíz número m de la ecuación 
J = 
¿0 0, (2) 
z 
aL 
vm, n, i= Pn NEL) YD (O), 10,41, 2,.. Em, (3) 
donde 
Res, cosip para 1>0, 
YD 0, =P (00 0) [Cos e ted) (4) 
2 f 
PË (x)= (4—73) ? Jar Pala), la función asociada, 
PP =P (z), el polinomio de Legende, 
pesa 
Yn (2)=3, Ar rd (2), (5) 
ea 
lvm, nit H= || Pa (1 1) [| 1 Y 9 (0, 9 e, (6) 
2ne1 (14-21 2, 1=0, 
t La AEE 
ype otea ara wi peo, o 
1 2 
(n+3) )l ó [ 1 2 
mn a el; (3+7) ] 
A) (F) ED Æ 
Pu E S 
15” 
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de 


b) El segundo problema de contorno es: or 


= 0 para r = a. Las fórmulas 


1 
(1), (8) —(7) siguen siendo válidas; solo que en este caso por ue T) se debe en- 
tender la raíz đe la ecuación 
pa (u) = 0, 


ó 


1 
A A O 
nl 2u ni k 


E 











OE. (i n (n-4-1) y ( (++27)) 
1 FTE 1 mn . (9) 
¿L0+2)] [Lea] nt 
o) El tercer problema de contorno es; 
Z w= para r=a. 
Todas las fórmulas del problema 25 a) excepto las (2) y (8) siguen siendo válidas; 


(+7) i 
Hmm ahora significa la raíz de la ecuación 
upa (H) + ah pr (1) = 0, 

















ó 
1—2ah 
y -= J =0, 10 
e E a (10) 
ptT) 2 
al n 2) = 
x 1 
E [s+-£6359080 y (aea), di 
petr) (R ) nt 


26. Elegimos el sistema cilíndrico de coordenadas (p, p, z), dirigiendo el 
eje z a lo largo del eje del cilindro y colocando el origen de las coordenadas sobre 
la base inferior, a, es el radio del cilindro; 1, la altura del cilindro. La ecuación 
inicial del problema de contorno sobre los valores propios es de la forma 


i Av + iv = 0 
10 dv 1 ôw , v 
Pap (Pap) HEr agr t aat w= 


a) El primer problema de contorno: v = 0 para p = a, z = 0, l 





Aa (=)= ( Ey (n=0. 4,2, 003 m, kb, 2, 0.0), 


I a 
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donde p es la raíz número m de la ecuación Jn (p) =0, 
{n} 











an T Bm cos no, 
An mi RED 23m ( a e) Ln np, 
Ina? , 2, n=0, 
lemon Pe A (Y o, 
b) El segundo problema de contorno: Z= para p=a4, N) para 
3=0, l, 
(n) 
2 k\2 
An. m.n=( z ) +7) (n=0, 1, 2, ..., m=1, 2, ...), 


(n) 


Vm. m.a=008 25 27 (42,) q np, 


sen np, 
donde p(” es la raíz número m de ecuación J% (1) =0, 


IÍ vnm, I}? iaa [pR — n] Ji (ue). 


c) El tercer problema de contorno: Jp Haw=0 para p=a, Z—ho=0 


para z=0, 2 + hy =0 para z=}, 





po cos ng, 
e) 


vn, m.r (Ps P, D= Zr (0) In (E ane, 


Vh 009 vaz +h, sen vaz 
Vir ? 
(hith) y 
tg vi= Bte . 
un, la raíz de la ecuación pY% (1) +añodn (1) =0, 


(n) ' 
2 
n.m a= vk (2) (m, k=1,2, ...3n=0,4,2, ...), 


Zx (2)= va es la raíz de la ecuación 


lon:m.n i = sten [|n (220) Piao, 








donde 
tn) 
Em 2z a 
(25) 1 =p At JA Ph 
202.2 04 ha) (vá + hata) 
Man EFD * 


Indicación. La solución se busca en forma de producto 
v (p, P, 2) = V (po, pZ (2). 
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Después de la separación de variables para V (p, q) obtenemos el pro!lle- 


ma 23 y para Z [2 el problema 17. 
27, Se elige el sistema de coordenadas polares (p, $). 


u) El primer problema de contorno es: v=0 para p =4 y p=b, 


cos np 


A (má, 2, ,..; n=0,1,2, ...), 


m. n (04 W="m, n (0) ( 


Bonn 0) En (O) Na — Sn (a) Na o. 


ó 
Ug a) 
Rm, n (9)= meray a (UUPO) Nn (EPO) — Sn (UO) Na UY), 
tin 


donde ug? es la raíz número m de la ccuación trascedenle 


Jn (ap Na OM = Tn (04) Nn (au) = 0, 
que se puede también e en la forma 


Jn lap) _Nn (au) 
Jn) Nn (p) 


Aquí N, (z) es la función de Neumann de n-ésimo orden 
n= (uy, 
2en Tia) — IR fb) 
A O? 


è ae n=0, 
aU At 


ll vm, n ||? = nen || Rm, n °= 


b) El segundo problema de contorno: E = 0 para p =a, p= b, 


vmn M, P) = Rmn (0) Dn (9), 
o (p=[("9 m0, 1,2, ...), 


sen nọ 
Rm, n (P) =n (E0) Ni (ua) — Jh (Ma) Na (0p), 


Ja pG) 
Ja (bpw) 
donde ui” es la raíz número m de la ccuación 
Titan) Nn lap) 
TREO Naw 


= (p), 


Rm, n (0)= 


m 


aa NAO UE) Nn Up), 


Los valores propios son 


Ilem, n I= nen Il Rm. n l= 


2 Ji? (ha 2 
= s {({1- 20) ) O 2 tr) 
n fein d V lun l? JR (in O) a? [ktin] 
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a 
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(4) 


(6) 


(7 
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En particular, para n=0 tenemos: 


O ET N PH) 4) 
m. ol = mit = 




















n [p0]? J} (90) T 
c) El tercer problema de contorno: e t9=0 para p=a, Je tw=0 
para p=b, 
vm, n (P, P= Rm, n (Dal) n= (on n 
Rm, n (P)=Jn (Up) 8 (a) —A (a) Nn (KONO), (8) 
ó 
Rm. n = 2 [Jn (Up) 8 (b) — A (0) Mp (46 9 
m.n P= ay Un (imp) (0) —A (9) Nn (Hin P) (9) 
donde 
A(a)=J% (ua) — a Inua, AO=Sa a Tn P), 
a (10) 
$ (a)= nube), 8(0)=N% bo ROS 
m 


Los valores propios se determinan según la fórmula 
Ama m PP (n=0,4,2,...,m=1,2..., 


donde u£ es la raíz número m de la siguiente ecuación: 


SAA lae « DA 


30 A)” 
I Vmin I= I On IP I Rmn I = nen I Rmn I 
a 
Rm, n= [252 „O+ (1 a Ra, nr] 


2 
[re nt + (1 DF anto]. (11) 


Para h=0 tenemos: 


Ala) aten) 
40 704) 





y las fórmulas (8) y (11) se transforman en las fórmulas (5) y (7). 
Indicación. Haciendo v (p, p) = R (p) D (p), obtenemos paral la función 
radial R (p) el problema 


+ le) +05) 2-0 


R(a)=R (b) =0 en el caso a), 
R’ (a) = R’ (b) = 0 en el caso b). 
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La solución general de la ecuación es de la forma R,, (p) = AJ, (10) + BN, (up), 


= . Utilizando las condiciones de frontera para p = e y p = b, obtenemos 
para Ra f ) las expresiones dadas en la respuesta. 
El cálculo de la norma se realiza mediante el método habitual. 


Para || Rmn ||? se obtiene la fórmula general 


ya 2 
enn [2,0204 (1) A, n (up ]— 


-4 [r n (pa) "E (py) Ri, n spa) |. 


Para el cáleulo de Ria, (140) Y Rinn (URIP) ga p=ayp=b, se debe utilizar 
la expresión para el determinante de Wronski 


Int) NON (074 (0. 


28. Se exige resolver el problema de contorno 


p JA += para p<a, 0<p< 
op p? ôg? 


AA 


con las condiciones de frontera 
a) v = 0 para p = a4, p =Q, P= fo; 


b) F= para p=4, 0 para 9=0, p=0% 


e) Sp hh =0 para p=4, 0 para p=0, 


Gp rp=0 para P=- 


Respuestas: 
a) El primer problema de contorno para el sector 


n) 
tm, n (P, P=T an pu e) sn Lg (m, n=1, 2, ...), 
> 3 
wz 
Am, n= (+5) , 
donde ys” os la raíz número m, de la ecuación 


Fica (1)=0, 
A 


2 2 
e [o (3) ]- 
Y 


Y 


lvm. » l? = 
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b) El segundo problema de contorno para el sector 





fni n 
Um, n (0, = an ( — e) cos 9 (0d, 0. 205 Marlles, cada 


n 
o 





m2 
Am, n= ( E ) , MEP, la raíz número m de la ecuación J'an (p)=0, 
To 


ME 2 pena n3 z 
a (E) EE (125) Yan, 45. 
o 


o. 





Paen 
2 





lem, n l= 





La expresión para 


ma 23. 
c) El torcer problema de contorno para el sectór 


a 








in 2 
Pan (E e) | véaso en la respuesta al proble- 
Do 


mn 
vm, n (P, P=Iv (Ep) 0 (0), 


i Yn Cosyn + hy sen vn 
Dr e vc +A 


A (2)? (m, n=1, 2, ...), 


, 


donde va es la raíz positiva de la ecuación emo AZ; na, la 
2 
raíz de la ecuación Jip (U) ahoy, (u) =0, 


Tvn (EE P) p , 


lvm, n I= I| On IP 








So p, (mtha) (vh hh) 
IAEA OR ’ 


| 





ahy —vh 


a? 
j , = [1+ rn 


ERTE 


29. Se busca la solución de la ecuación 


| D) tirta (A<P<b, O<P P) 


que satisface las condiciones homogéneas de frontera a) de primer género, 
b) de segundo género, ec) de tercer género. 


www. FreeLibros.com 


S50 Respuestas, indicaciones y resoluciones 
a) El primer problema de contorno: v= 0 para p = a, b; p =0, Po 


tmm (0, P) = Rmn (P) On (P), 
Da (9) =sen y (Rar, 2, ...), 
Po 


Rm, n M= m (ump) N an (ma) — S an (152) Ñan (RHP), 


Po Pa Lo Y 
ó 
J an (Hm a) 
Rm. n (0) =g [an RPO N an (WPI an WPO N an (WPO |; 
AL To Te Te 


Po 
Jm, n=|p"]? es la raíz número m de la ecuación 


J nn (a) N an (N8) 
Po Ta 


Tan 00) Ngan 0) ’ 
Po To 


lem, n IHN Dn I Rm, n I= Rm, n l. 


Véanse las expresiones para || m,n l|? en el problema 27 (la fórmula (4) 
nn 


«con la sustitución de Y, por J=-, 
De modo semejanle se obtienen las expresiones para los casos b) y c). 
30. a) Se requiere hallar las oscilaciones propias para la región 
a<p<b, 0<:2<!, si v=0 para p=4a p=b y 2¿=0, 

z=]. 
Las funciones propias son 
Vmnk (p, F, 2) sas Rmn (p) Pa (p) Zh (2), 
donde 
cos np 


anne (m0, 1,25 20d 


a= 


Zr ()=sen Ez (k=4, 2, ...), 
Rmn (P) = Jn (MRP) Na (10) — To Pa) Na (MP) 


dvéase la respuesta al problema 27), ug” os la raíz do la ecuación 


Tn (pa) H N n (ue) 
Jn (thb) Na (uo) ” 


Am, n, a= (BHO) (F , 


al 
llom, n, k k= En || Am, n Il, 
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Véase la expresión para || Ry y |? en la respuesta al problema 27 a). 
b) En este caso = 0 para p = a, b, Z = 0 para 2=0, z=1, de modo que 


3p 
Dn (H= cos np, 


sen nQ (1=0, L, 2, 10..), 





Zn (2) =c0s np T E E a): 


Rm.n (p) se da en la respuesta al problema 28 b), 
ak y2 
Am, A $ 


al 
llum. n, k l =- Ehen Il Rm. n ll. 
2 


31. Si 2, es el primer valor propio de ła membrana que tiene la forma del 
anillo (8 < p < a) con la frontera fija, y 22, el primer ya oF propio de la mum- 
brana circular p < a con la frontera fija, entonces la corrección 


Ah = A Ag 


cs siempre positiva y para g pequeños resulta 








2 1 1 
Ahi A +H o = IMMI Ii 
1 ans? Za) 1 HF à a e , 
y In a ln 
Vie 2,4048€ 


donde los términos de mayor orden de pequeñez con respecto a e son omitidos. 
De esta fórmula se ve que 


lim 44,=0. 
E->0 


Solución. El valor propio menor 29 de la membrana circular con la frontera 
fija rigidamente p = a se determina de la ecuación 


Jo (V Fla) =0. 


y el primer valor propio 2, de la membrana que tiene la forma del anillo e < 
<p <a con la frontera fija rigidamente se determina de la ecuación 


Jo (V He) No (1212) — Jo (V Taa) No (V %8) =0. (1) 
Vi = VR +a, 
de modo que Aù, = 2 Via y teniendo en cuenta que 
Ja (VT e)=1— a No (Vi e)=2 h Viet e... 


Nol Vir a)=No (V$ a)— N, (V7 a) aa, 
(Vik) =31 (Y Ma)-1, (1H a)00=—«as, (YH a). 
De la ecuación (1) obtenemos 


a, No (VAt a) í 


2o J, (Va) pi 


vie 


Haciendo 
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Utilizaremos ahora la expresión para el determinante de Wronski 
Do MIN E; 


dado que Y, (Y Ma) = 0, entonces de aquí hallamos 


2 
AA VA 


1 4 
"HUMO mE” 
Vie 


Dado que la primera raíz de la ecuación Jo (u) = 0 es 19 = 2,4048 y J; (u) = 
= 0,5191, entonces 





AA, 7,41 t 


aî ln 





a 
2,40482 
32. Si el peso M es pequeño, entonces 

a) 0 dl, 





b) ABA1=241— A 
ln = 
e 
Si el peso M es grande, entonces 
a) lim A,=0, lim 4¿=2f, 
M-o M- 
i 
b} Ah =21C + o $ 
donde C es igual a 








A 1 
a BP. “AE A 
P 
donde > 
g 
PEI 
de modo que 
w A 
A= 1 mt ... 
ln — 


Solución. La ecuación de las oscilaciones de la membrana es de la forma 


++ (057) +hbu==0 para e<p<a, 


donde Ú es la densidad de masa. , 
La frontera p = a está fija, de modo que 


u [p=a = 0. 
Denotemos Yida=x, Yib'e=pz, ==. 
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Para obtener la segunda condición de frontera variamos el problema, susti- 
tuyendo el círculo de radio e con centro en el punto O por la placa absolutamente 
rigida de masa M para la cual la ecuación del movimiento es de la forma 


eu 
EA 
donde 
2n b d 
u u 
p= 
ó 


—A Mu jp=e = Zeu’ (e), 


dado gue u = —îu. 
La solución general es de la forma 


u = AJo (V Ap) + BN (VA8p) 


u=No (2) Ye (Eo) —Jo (2) No (Eo). 


La condición para p = e nos da la ecuación para determinar 4: 





S (2) = dre > 
— 2 Jotpz) No (2) —Jo (2) No (pz) 
S O= A oA No G) N: (Pz) Jo (2) (1 
donde ns 
z= y Aa. 


La solución*de la ecuación de la dispersión (1) se puede hallar graficamente. 
El gráfico de la función S (x) es de la forma dada en fig. 59. 

Aquí ko, ki, Æg son las raíces del denominador de la función S (x) y la curva 
punteada, la parábola 


s=-+H2lo P. 


Dando el valor de M (en fig. 59 la horizontal AB), hallamos las raices co- 
rrespondientes de la ecuación de dispersión. 

Para M > oo la horizontal AB tiende al eje x, la primera raíz tiende a cero; 
las restantes raíces, a los yalores 22, Ma 2, . . . que son las raíces del numerador 
de la función S$ (z). Las magnitudes 42, 23, A2, . . . difieren de kg, Xy, Kg... 
à las rd que tienen el orden de la magnitud de la capacidad del círculo 

e radio e 


CE 
In 
a 


Para las masas M grandes la primera raíz será pequeña. 
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Desarrollemos las funciones cilíndricas en el entorno del cero: 
oli=t—».... J @)=4 r+ sdp NM la 
ii Q=} 


Sustituyendo estas expresiones en la igualdad (1), hallamos 
21 1 1 
A RRA 


donde C— — ] p=t 
Tap ? ar” 
33. Sea que la frontera exterior de la membrana que tiene forma del anillo 





e” 






1 
| 
| 
l 
l 
ES 
4 
| 
l 
l 
) 
i 
| 
1 


l 
l 
1 
l 


Fig. 59 
e <p <a está libre, es decir, 
du 
e la, y)=0. 
Entonces 
A > 
ey an e 2 5 
aJ} (y ifa) lu Tie a? ln 333% 
912 
donde 4] = (= , Hf es la primera raíz de la ecuación J, (1) =0, pł} = 3,83. 


36. El problema sobre las oscilaciones propias de la membrana circular ten- 
dida sobre el hueco de un recipiente de volumen Va (tambor) conduce a In 
siguiente ecuación: 





u 21 
2 2 
A È È apapap (a=); wm 
ob 


si suponemos que la velocidad de las ondas transversales es considerablemente 
menor que la velocidad del sonido en el aire. 
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Aquí 0, es la densidad del aire en el recipiente; cy, la velocidad del sonido 
en el aire con presión y temperatura dentro del recipiente correspondientes a la 


membrana inmóvil; c = VI; T, ła tensión de la membrana; a, su radio. La 


integral a la derecha significa la presión adicional excitada por las oscilaciones. 
del aire en el recipiente (véase [384, pág. 217) 

De (1) y de la ortogonalidad de las funciones trigonométricas sobre (0, 21) 
se deduce que para n > 0 las funciones propias de la membrana 


$ ua? COS RP, 
vn, m=Jn ( a P) sen np (2} 


no varían a pesar de la existencia del volumen unido del aire. 
j Las funciones propias que poseen la simetría cilíndrica (n = 0) son de la 
orma 


2 
Dm (P) =o (E5 p} —o im (a= E), (3) 
donde pm es la raíz de la ecuación 
1 00=—L 320) a 
pi nóncjal 
HE > 


que se obtiene si sutituimos (3) en la ecuación (1). 
La serie para J, (u) da 





DT E aE pE 
yw. 8 96 307 * (5) 
Si v, == 2, 4048 es la primera raíz de la ecuación J, (v) = 0, entonces 

Yo (11) = —Y1 (vi) e =—0,5101e (e = j — vi). 


De (4) y (5) obtenemos: 
1 wi vi 
(atm) 
Si wot (gt) % 


Esta fórmula permite calcular las correcciones al primer valor propio como re- 
sultado del volumen asociado. 
Así, por ejemplo, 


i 
=p F04" 


0,0373 para x=1, 
0,5570 para y=5 


y, respectivamente, 
pi = 2,4421, 


H = 2,9618. 


35. La frecuencia principal es œf == 1520 s”1, Puede ser aumentada en un- 
45% si agregamos el volumen del aire 


Vo = 298 cn (y = 10). 
Indicación. Véase el problema 34. 
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$S 3. Propagación y radiación del sonido 


Como es sabido*) las ecuaciones de la acústica poseen la forma 
v= — ê grad s, ) a) 
sı+-div v=0, 

«londe yv es el vector de la velocidad de las partículas del gas; s = ee, la 
u 
condensación del gas; c =y Œ , la velocidad del sonido; po y po, la densidad 


y la pa iniciales; y, la constante adiabática. 
Haciendo 


=-—gradU o s=«U,, 


donde U es el potencial de las velocidades, obtenemos para el potencial la ecua- 
ción de las oscilaciones 


Uu = AU, 
La presión total p se expresa simplemente mediante la condensación s: 
P = po (1 + ys)» 
Designando por P = p — py la presión excesiva, tenemos 





P= m Pos = Pac?s. 
De agui se ve que la presión EN., P satisface también la ecuación de las os- 
<ilaciones 
Py = 2AP., 


Si la frontera E de la región enq ue se busca la solución se supone abso- 
lutamente rigida, entonces sobre ella 4 a componente normal de la velocidad es 
igual a cero! 


a Pr 
rajo 6 pT wh 





donde n es la normal a E. 
La energia cinética del volumen dz dy dz del gas es igual a > Pov? dz dy dze 
La energía potencial, obviamente, es dada por la expresión 





1 
+ 1Ps1= 2 Pt, 
Ci 1 
2" P= EA 
La energía total por unidad do volumen es igual a 


ps. 


O E 
AE . 


Utilizando la fórmula de Green, no es difícil escribir el principio de con» 
servyación de la energía on la forma 


0 
æi me YdS, Y=p, 


*) Véase, por ejemplo, [7], cap. TI 
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donde 7 es cierto volumen acotado por la superficie S. El vector Y = pv es 
el flujo de la energía a través de una unidad de superficie, y se denomina vector 
e Umov. 


La energía total inradiada'por cierto manantial durante una unidad de tiempo 
(potencia total) es igual a 


tis YHS, 


donde S es cierta superficie cerrada que circunda al manantial. 
En cl caso de las oscilaciones establos 


P = pett, 
donde la amplitud p satisface la ecuación de la onda 
Ap + kp = 0, 
£n lo sucesivo en todas partes trataremos los procesos acústicos estables, es decir, 


las ecuaciones de las ondas, omitiendo, como regla, el multiplicador que depende 


de tiempo et®t, Si s = setW!, y = gel! entonces s y o también satisfacen la ecua- 
ción de la onda, además, su amplitud será p = ike pU. 

En el caso de dependencia armónica con respecto al tiempo, comunmente se 
utilizan las magnitudes medias del período de las funciones examinadas. Si 
tomamos la dependencia del tiempo en la forma e*%*, entonces las amplitudes p 
y p serán complejas (ia raya sobre v se omite). Teniendo en cuenta eso, para un 
luj: de energía medio del período, obtenemos la exprosión 


| = 
A Re (po*) 


que se llama también intensidad o fuerza del sonido, 

En la acústica se utiliza ampliamente la noción de impedancia. Como es 
conocido, la impedancia mecánica del sistema z se define como la razón de la 
presión y la velocidad. La magnitud pye se llama resistencia acústica de la radia- 
ción. La impedancia adimensional se define por la relación 


l=—, 0. ġe 


Pue “pwe * 
4. Manantial puntiforme 


36. Se exige hallar la función 
mikr 
G(z, y, 2,5, mn, o ++ v, 
r=V e-+ Un EG 
donde v os la solución regular de una ecuación de onda que debe ser elegida de 
tal modo que para z = 0 se cumpla una de las condiciones: G |= =0, Z£ 2=0 = 
z 
= 0. 
: e-ikr -iiri 
a) 6 (x, y, 2, E, 9» == Tan? 
=v aiL muL 
n= Y (34 (y— + (+2. 
16--0942 
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La solución del primer problema de contorno Será 


uy =é Ñ ( t-i) Ei I E n) didn 


a] 


R= Vu- +y 
enthr aT ihr 


b) Ĝ (æ: y, 2 E, T 


La solución del segundo problema de contorno será 


ul y) = ii 6|_,/6mm=>3 ii LE IG m dan. 


Indicación. Para construir la función de manantial G utilizar el método 
de las reflexiones espoculares, 


37. a) G(M, P)=—=7 ULA (kr) M8 (kr )lo 


b) Ê M, Py=— MIG (o) GP (tr), 
donde 
M =M (z, y), P=P Em, 
A 
Indicación. Se exige hallar la solución de la ecuación de onda Apv + k?y = 0 


que satisfaga para y = 0 ln condición de frontera v = 0 E = (; enel infinito, 


la condición de radiación 


$ r (0. è 

qe yr (2+ ike ) ==( (1) 
ó 

: z- {ðr SRo 

Hm pr ( o iko) =0 (2) 


y que tiene para r —> 0 una singularidad logarítmica, es decir, que puede repre- 
sentarse en la forma 


G=— Hi (ir) 4o. 


Utilizamos la condición de radiación en la forma (1) en relación con la elec- 


ción del multiplicador que depende del tiempo en la forma e*t, 
38. El potencial de las velocidades del manantial puntiforme cs igual a 


elhr 
U=O A+ 


donde Qo es cl rendimiento del manantial puntiforme. 
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La velocidad yv = -——grad U tiene la componente radial 
ye ( u+) v. 


La presión es 
p = ike oUo 


La potencia completa irradiada por unidad de tiempo (el valor medio según 


el tiempo) es 
II = QiA?cpo 
8n 


. 
La impedancia acústica adimensional es 
ikcPo E 1 
E E A 
(44) 0 i 
Si r es suficientemente grande, entonces 
tas 
a kr 


Indicación, Para calcular la velocidad v y la presión excesiva p utilizar las 
fórmulas 


ðU 
A — + p=ikepyU. 


El flujo de energía se calcula como el valor medio por el tiempo del producto 
de la prosión y la velocidad 


pa A — Qepak? 
Y =-7 Ro (pot) = 320 * 


La potencia completa de radiación es 
n—P.4nr2= Qóé%cDo. 
8a ` 


39. Sean Py (0, 0, —a) las coordenadas poi pct del manantial punti- 
forme del sonido, P, (0, 0, a), de su imagen especular en el plano z = 0. 
El potencial de las velocidades es igual a 


O 
u=({ dx Anr, ) Qo, 
r=yV 2p ea, n= Vep FEF 

además 

rı= y rF hat} har cos Â 
donde 9 es el ángulo entre P¿M y Po¿Py; M (e, y, z), el punto de ob- 
servación. 
16% 
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A grandes distancias del manantial (en la zona de la onda) tenemos 


rı = r + lacos 0, 
de modo que 


~ik $ 
Ta Y ; (4 4 e 2iak ros 0), 





La intensidad de irradiación es 
Y = 2Y ss [cos (2ak cos 8) + 1] 


La potencia total de irradiación es 


a 


T 
e 5 — Q5k*cgo sen 2akx y _ sen 2ak 
T ant | Panoan Quico (uE ) =M (1+ A), 








donde Ys y Ia son la intensidad y ła potencia total de radiación del manantial 
puntiforme examinado en cl problema 38. 

40. En este caso para z = 0 tendrá lugar la condición de frontera de la igual- 
dad a cero del potencial de las velocidades U = 0, de modo que 








0 (HG) 
A (1) a (1). 


41. Indicación. Se exige demostrar que 
vu (P) = vp (M), 


donde vyr (P) es el valor, en cl punto P, de la solución de la ecuación de la onda 
con manantial en c] punto M5 vp (M), la solución en el punto M cuando el ma- 
nantial está en el punto P. 

Para la demostración, utilizar Ja fórmula de Green, 

42. Se exige hallar las soluciones particulares de la ecuación 


au + k*u=0 
con la condición 
ôu 
ón |3 
y la condición de no existencia de las ondas que llegan del infinito (condición 


de radiación). 
Existen soluciones particulares en forma de ondas móviles 


=0 {u es el potencial de la velocidad) 


Un (M, 2) = App (M) EYP? (M = M (z, y), 


n= VE — da» 


donde 
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An y M) son los valores y las funciones propias de la membrana que tiene 
în y Pad sección perpendicular S al tubo. 


Asbn+ Ann =0 dentro de s, En ¿=0 (C es la frontera de S) 
Si Ano <k Y nora > k?, entonces existen ny ondas móviles. Para n > no te- 
nemos: 


u= Anpa (M) Pnl, pn = Vn, 


las ondas amortiguadas. Observemos que en todas partes se supone ve las fun- 
ciones propias son normadas a 1. La máxima longitud admisible de T onda que 
puede propagarse dentro del tubo es 


ESE 27 
máx Vh , 


para el tubo circular de radio a A máx  2,613a, 
La velocidad de fase es 


c 
vr = — >e. 


A 
Vi 


P = ike pou. 





La presión excesiva es 


La velocidad de las particulas a lo largo del eje z es igual a 
Vz = —Íypu. 
El flujo de energía a través de la sección transversal del tubo es 


Pam Anl f f Phas -kepyn =- kcpoyn| An 
S 








Para el tubo con la sección circular de radio a tenemos: 
(R) \a 
Àn =Àm, n= (=) , 
hr 


a A Ta (E) 
E En un a cos t, n=0, 
Y 4 — — Re no, En = { A 
uais V a V pen Jn) Sen a AG: 


donde pm es la raíz de la ecuación J} (u) = 0. 


El flujo de energía es 


An 


Ym, n=L 


2 
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Para el tubo con sección rectangular 0< x < a, 0 < y < b tenemos: 


Am, n= n? (E +=) , 


Pm. n =y == Smin cos 22 scos T y (2, m=0, 1, 2, ...). 


Gm, Pr =D MORO) ¿mó 1080, 


El flujo de energía es 





5 1 
Pma- Arin 


43. a) 
n=0 


— k?; Àn Yy Y, son e valores y las funciones propias del primer 


donde xp = VAn — k? 
= 0 sobre la sección transversal S; Pn 


problema de contorno: "A Irn 
sobre la frontera C de la sección S 


Ĝ(M, P,10= 5 in (M) bn (P) ¿nta e 


b) 
Ln 


n=( 


donde in=VX, — = k3; Î ay Pn son los valores y funciones propias del segundo 
problema de contorno 


Asdn-+HÁnipn=0 sobre S, | <0 


Si £ es un círculo de radio a, entonces 








m) 
M)=4 AA 
E a TAM sen "P 
¿on 
a a In emy 
a a R 
Pn (M)= m, n (m p= 5 ==> ( E ) ns 
V únpon In) 


donde 
para n=0 


1 
En =(> para nÆ0, 
ya es la raiz de la ecuación Y, (1) = 0 y pa, la raiz de la ecuación Y; (um) 


= 0, 
Indicación. Se debe aplicar el método de separación de variables a la ecua- 
ción heterogénea 


A+ THs i (M, 2), 
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donde f es una función arbitraria, y representar la solución en la forma 


+00 
me Y ji G(M, P, z, )Í(P, Lo) dopal. 


Si se busca v (M, z) en la forma 


v(M,2)= x vn (z) Yn (M), 
1 


n 


entonces para vn (2) obtenemos la ccuación 
vahva G= In (dm $ G AP, D Wa (Paap 
S 


resolviendo la cual, hallamos 


4 
2n 


Un = 





[est a 


P -xnl z-i 
vn (=$ 11 A — vn) KB, Y dopak. 


44. La función de manantial para el tubo semiacotado 2 > 0 con sección 
arbitraria S 


a) G(M, P,2,)= > Ya e n(P) -ynt Sh Xxnz, 


n=1 
b) Ĉĉ (M, M’, 2, t)= > Pa (10) Pa UI) ent ch%nz. 
n=l Ln 


Aquí pa y Pn son las funciones propias del primer y segundo problemas de con- 
torno para la membrana S 


A A A ET 


Indicación. Aplicar el método de reflexiones a la función 





Zn (== BESEL 
de modo que 
a) Zn rn A E 
b) Zn (j= n C-z) + ¿En &+2) =96 nit ch Knz. 
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45. La función del manantial puntiforme que da la distribución espacial del 
polencial de las velocidades es igual a 


ou 
G(M, M*, 2, t) = D] bn (M) tn (M1) Kn (2, b), 
n*=1 
ch pnz ch pp (1—1) 
Pn Sh Pni 
ch Pr (¿—2z) ch pnb 
Pn Sh Prl 


donde py = Vin — k?, Pa (M) Y Àn son la función y el valor propios del pro- 
blema de contorno 


para z<%, 
donde Kn (z, = 
para z>%, 


a 


Apn tH Ànprn=0 dentro de S, h?n =0 sobre C, 





S es la sección transversal del resonador; €, la frontera de $. 
Indicación. Examinando la ecuación (véase el problema 42) para cl] poten- 
cial de las velocidades 
u 8U $ M 
As ++ U=—/(M, 2) 


con las condiciones de frontera 


zis =0_ Uz lz=0 z=; 0 (2 es la superficie lateral del resonador) 
-y haciendo 
co 
U(M, 2)= J) vn (z) Yn (M), 
n=1 


obtenemos para v, (z) la ecuación 
VR — PhYn = —fn (2), vn (0) = vh (Ù) = 0. 


Su solución es de la forma 
1 
0a= | Kata, Ofn O k, 
0 


donde K, (z, ©) es la función correspondiente de Green para la ecuación 
Uh — Poa = 0: 


En adelante véase el problema 43. 


2. Radiación de las membranas, cilindros y esferas 
46. La velocidad es 


y= vae™ iz, 2>0. 
La prosión, 
p = cpovoe 2 t> 0 
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El flujo de energía (el valor medio según el tiempo) es 


Y = 0,5cp9uf. 


La impedancia acústica específica, 
b= 1. 


47. Si sobre la frontera z = O la velocidad resulta 


Dz lz=0=V0 (r) | = 5 Amo (lu r ) , 


m=1 


donde y,, es la raiz de la ecuación Jo (p) = 0, entonces 


(n= 5 Amio (> r) ei? = Es (Lu ,) mn (>0, 


m=i 
m=V *-h Uña J E 


a es el radio del tubo. 
La presión es 


p= 5 Bmdo (LA Em r) eta  (2>0, 








m=0 
donde 
Bm == Po Am- 
Ym 
Si 
ar Tes 
v (r, 0)=AJo ( > r)» 
entonces 
0 para m>i, 
Bm= bea para m=1 
E mi 
m aE 


La velocidad media del pistón es 


yo Hd, A 0,428 A. 
1 


La impedancia, 


Y EN 
Po cv y e=% 
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El flujo de energía a través de la sección transversal resulta 


11 = TOLAR E (a) 


a 
ay eE 
48. La velocidad radial es 
12 (kr) 
Pr =20 Tr (kay * 
La presión, 
H (kr) 
= CP Pree. 
La impedancia es 
Hè (kr! 
t= —— =i A 
he (kr) 
A las distancias pera para kr > 1, tenemos: 


E 


Es hr 33 a hr 
Yr =T (ray TE a VÍ -Pa me (ka) mr: ( +... 


depoto =i (èr- +) 
= HP (ka) ar" ES 
El flujo de enorgíu es 
epovi 


Y =0,5 pot = HEr HP kayi? 
Indicación. Se exige resolver la ecuación 
Ago + ko = 0 
sobre la región r > a con las condiciones adicionales 


0 lp=a = Yo 
y 


lím yF (+v) =0 ea de irradiación). 


roo 
49. La presión excesiva es igual a 
p æ nêvappiH® (kr) ( v =37) . 
Eu la zona de la onda 


-i fkr- z 
p=V wnapwo E = A 
vr 


-a 
Vr = NAVO Pe -t n 


m 
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La energía total irradiada por unidad de longitud del cilindro es igual aproxi- 
madamente a 


I = povar. 
Indicación. Utilizar el desarroMo 


gp (=+ Da para x pequeños, 


Eae h eE 
H w= . e 7) para z grandos. 


50. La presión es 
E p = A cos pHi” (kr). 
La velocidad radial es 
NS 
HE a)" 





iA i 
vr = T cos y Hi?” (kr), A= 
La impedancia acústica específica es 


¿reas — E) 
e HG” (ka)* 


Si kaZ 1, entonces 
Bygd, 2 
40, (A kehit. 


además Lo < £, 
La potencia total irradiada por unidad de longitud es 
2: 
1 == ` Frap=É protato? 
= j r DE Pro v 
ù 


La reacción del aire sobre una unidad de longitud del cilindro en la direc- 
ción de su movimiento es 


2n 
F= f ap (a, q) cos q dq = ika? acpyo *). 
Indicación. Tener en cuenta que la condición de frontera es de la forma 
V, |r=a = Vo COS Q- 


51. Si 


f= + S) (am CoS mp- bm Sen m4), 


m=i 


*) Aquí, como en otras partes, para la presión y la velocidad se ha omitido 
el multiplicador ett, 


www. FreeLibros.com 


668 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


donde 
i 2n 4 2 
a=- | 10040, Um =35 | 10 cosmedo (m1, 2, ...), 
0 


2x 
m=3 7 $ Í (p) sen mp dq, 
0 
entonces 
00 
p= D) (4mcosmp-+ Bm sen mo) Hs (kr), 
m=0 
donde 
tepo — icPo 
Á B - b aldo 
a PTA € 
icPo Ag 
a + aee 
HO (a) 2? 
ay HEY (kr) UY (kr) 
S b, III . 
v= TIE A +3 (am cos mp + bm sen mẹ) HD a 
Para 
i=, am=bm=0, m>0, 
obtenemos 
ipo y tg (k 
p= ar (kn), 
v= = 2) 


es decir, la solución del poble 48. Análogamente se obtienen las soluciones 
de los problemas 49 y 5 
52. La presión es 
p=AL? (kr) P, (cos 0). 


la velocidad radial, 


pp= 





[68% (kr) —283 (kr)] P, (cos 0), 


donde 


o= Luo q. 
ntz 
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P, (z) = x es el polinomio de Legendre de primer grado. Si ka < 1, entonces 
A = 0,5cpo (ak) vos 


La fuerza completa que actúa sobre la esfera en la dirección de susoscilaciones 
resulta 


P=—io+ => apañvy. 


La resonancia especifica adimensional para r = a es 


E i34 (ka) i 
=P a A+ 


En la zona de la onda 


pote (r-a) eos9, 


e™itr-m cos, 





v= 


epokr 
3cpuyi 
= ? (ka) — %4 (ka)* 


El flujo de energía irradiada por el dipolo en la unidad de tiempo es 
S_n = Acos? 4 cpo(ak)%j 
O NT 38 (er cos *0, 


La potencía total irradiada por el dipolo acústico es igual a 
I= + cpouja? (ak), 
es decir, 


U=xkt o H~- 


53. Si es posible el desarrollo 


1(0)= $, AmPm (cos 0), 
ma=() 


entonces la velocidad resulta 


S AmbóY (kr) 
v= 2 a” (cos 0), 


la presión excesiva es 


e (kr) 
p= S Emb (ED. paa (cos 6), 
mco E (ka) 


donde 
Ba = —ip,A + 
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Si ka < 1, entonces la reacción completa del medio sobre la esfera se puede 
calcular según la fórmula 


x 
i 4na? ti? (ka) 
F = 2na? = 8 9 da0 = — B - = 
na f (P)r=a c08 9 sen O d0 3 1 ZÉ (a) 


Ana? 


e ( 37) 4t+- 





Si 7 (0) =vp, entonces 


Am=f Yo Pura m= 0, 
mT) O para mÆ0 
F=0. 


Indicación. Al calcular la fuerza total que actúa sobre la esfera se deben uti- 
lizar las fórmulas 


E? (p) ++ -e ei KDY -i+ a... Para p pequeños. 


54. Si la velocidad de la superficie de la esfera 0s igual a cero en todas par- 
pst ad en un árca circular pequeña de radio e en un entorno del punto 9 = 0 
el polo 


Po para o<, 


v (0) = Š 
0 para F 


donde a es el radio de la esfera, entonces 
E (2 (der) 
Pp= — icPo > Am y (ka) Pin (cos 9), 
m0) 


= (2V (k 
i $ As => Aai Pm (cos 0), 
mel) 


gja 





2 4 fey2 
dm El a, i Pm (c05 0) son 0 d0 = 222 (+) vo. 
0 
La energía total de irradiación es igual a 


w 
"g gi áx 2m+1 
I= pev ¿pap haa E 
m=! 


Para las frecuencias muy bajas 





æ o LL (xe?) eik" = iw L2_ etkrO,, 
PZO Aar (xev) e io ES Qo 


donde Q, = xev es la potencia del manantial puntiforme, 
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Indicación. La expresión para D,, se obtiene de la fórmula (1) del proble- 
ma 62. 


55. La componente radial de la velocidad es igual a 


UY (kr) 


vr (r, ©) =— fa) 


P, {cos 0). 


La presión es 
12) (he 
Pp= — iCPovo ra P, (cos 0). 


Fara ka & 1 la intensidad y la potencia de radiación del cuadripolo serán igua- 
es a 


kta 
Y= Mi v3P3 (cos 0), 


2x1 
i= 205 cpoktasuz. 


Indicación. Tener en cuenta que v ],=a puede ser escrita de la forma y | ya = 
= vP, (cos 0) y buscar la presión en la forma 


p = R {r) P, (cos O). 


Para calcular el flujo de energía y la potencia de radiación utilizar las fór- 
mulas 


3 = 
ES (=i3 para z pequeñas, 


¿OY (2) = -i para x pequeñas, 


y también las fórmulas asintóticas para xæ grandes. 
Es interesante comparar las lórmulas 


PLET vlaki ~ œ para el dipolo ucústico, 
g Por p po 


n= eppria$k — aw para el cuadripolo acústico, 


56. Si la amplitud de Ja velocidad de la placa (del pistón) es vy, entonces 


a 


271 
A ikepoYa ¿HR 
y faw f poih 
9 


donde R es la distancia del punto My (y, *p) al punto de observación M (fig. 60). 








Si < 1, entonces 


n ikea? ihr [2 (ka sen 8) 
pe E TE ka sen 0 ? 


V, % ika? 





e—ikr [2 {ka sen 0) 
Pp vo ka sen 0 4 
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El flujo de energía irradiada por el pistón es 


Fa Topi [2 1 (4 sen 8) F , 
p sen 0 
p=ak. 
Si u < 1, entonces 
Y= 





eE. 


i ; na?epv? i u? 
En este caso la potencia total es igual a I= ae Xp (1-5) ` 


Indicación. El potencial de las velocidades generadas por el movimiento 





Fig. 60 


¿del pistón se representa en forma de potencial de la capa simple 


¿RR 
u= ff ET Y dy di. 





La presión es 
p = ikcpyU. 

Si R > a, entonces la función subintegral tomará la forma 
eiHR ¿ir oihy sen 8 cos y 
Sai (R =r— y sen O cos ih) 

de modo que 


2a 


¿ihr ¿A 
y dy f et (Fy sen 8) cos y ap= 


A 


Otm e 


seve 
ihr 


f lo ai Te tuan n 


¿tir 





27, (ka (ka sen Uj 
— ka sen O 


—=% rr 


Da aquí también se obtienen las fórmulas para p y y» 


www. FreeLibros.com 


VII, Ecuaciones de tipo elíptico 673 


57. La presión sobre la superficie de la placa es 


Plomo = vo Jo (24) H1Mo U) p=ak, a) 
donde 
a2 
2 2 z 
My (2) == sen (zx sen q) de = + (+ + 
d 
z$ q? 


ters epar t). 
La fuerza de la reacción del campo acústico sobre la placa es 
a 
2 2 
F=27 | O A TERE M, (2p), 


donde 
x 2 3 5 3 
sa E CE ER IA, 
M (2) j Mo ($) d=- ( 173 Tatu). 
1 


Si la masa de la placa es pequeña, es decir, a es pequeña y por consiguiente p 
también (u < 1), entonces 


ACP . 8cp 
Fa E => 


2u + 
pp 
Solución. Para calcular el potencial de la capa simple sobre la placa misma 


es conveniente elegir las coordenadas polares p, q de cualquier punto de la cir- 
cunferencia p = a” en calidad de polo. 


Entonces 


La impedancia es 


n/2 2a” cos q 52 
a Y Trac Fc 
- 1/2 0 0 
Teniendo en cuenta que 
7/2 n2 
2 


2 f en Zika" cos Gdg =2 f ¿=21ha* sen Pag 
x j = 
ñ 





a2 n/2 
== f cos (2ka” sen qp) aq EL f sen (2ka’ sen 4) d4=J, (2ka')—iM, (2ka'), 
D 
donde Mọ {7) es cierta función que se determina por la fórmula 
n/2 


2 2 as z$ 
Mi= ] sen (x sen q) dq (z-i + PAT + .) 
ù 


17-0942 
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Cuando z — os, para My {z) liene lugar la fórmula asintólica 
m=y/ sen (LI) +0 7). 


Por consiguiente, para p |yma €s válida la fórmula (1). Para hallar la fuerza do 
la reacción que actúa sobre la placa se debe calcular la integral 


u 


E A aT pat 
F=2n $ Ply=n-2 da InN ET x 


2u 2u 
xd | (1—76) a'i f i Eas} 
a 0 


2IPycEVo [ Jı (2 ne a 
A Poo [1— LÍ DED Jy: Te Lolo Mi (40, 


donde 


R 


M, (o) È Mo EER- 


58. Eu la zuna de la onda (para kr > 1) 


p= ikspoa? £ 





ry Am Dr (0). 


m= 





y æ 
$) 4mBm (0). 
m= 
donde Am s9u los coeficientes del desarrollo de v |zmo = f (p) en serie, con res- 


e- 
v = tka? 


pecto a las funciones Jo (e p) , iguales a 


u 


z 2 un 
an= IRET j 1012) (L2p) pao, 


En (s) 


— th 


Din (0) = , s—kascuó, 


Hm €s la raíz de la ecuación J, (p) = 0. 
Resolución. Utilizando el "desarrollo de f (p) en serie 


Woo =1(0)= 5 mio (2 p), 


m=0 
hallamos: 


E z 2x -iR 
ikop um e 

pa Y 4 $4 mp) pap È 7 
0 y 


m=0 








dp. 
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En la zona de la onda 


AR ihr 
E w LE ¿ino sen 8 cos o 
R f 


(véase el problema 56). Los cúlculos dan: 
n 2n a 


$ Yi (Lap) pdp f ¿thin sen O cos Y qq — 2 fa (£2 p) Ja (kp son 0) pdp. 
y D 0 


Para hallar esta integral nos servimos de Ju fórmula 


a 
a 


| ao 1000 do= pzz las; ta) Jy (Ba)— BI (Ba) 44 (a0)), 





hacemos ¿=p /2, B==k sen O, v=0, entonces obtenemos: 
u 





as y (s 5 
Fr (ap) Ja (Bp) p ap = A Jo (Um) (10m) =0), 
0 
de modo que 
y S i Jo (tm) sI y ls) etar 


me=U 


El primer término (m = 0, ty = 0) de esla scrie es la solución del problema 56 
sobre las oscilaciones de un pislón rígido en una pantalla infinita 


— Akcpua? 2J, (s) 
pa [20 
S = ka sen 8 
además Ay, obviamente, significa la velocidad media del pistón. 


3. Difracción sobre el cilindro y la estera 


59. Si la onda plana se propaga a lo largo del eje x que es perpendicular al 
eje al cilindro (al eje 2), entonces la presión dentro de ella se puede representar 
en li forma 


po=4Aertix = Ae" ir 0089 4 [J, (kr) +2 Y) (— 9 Jm (hr) cos mp] - 
m=1 
La presión dentro de la onda dispersa es 


ps= Y) BmcosmpHs? (kr), 
m=0 
donde 
J, (ka) 


By 20 ae). 
== TR (ka) 2 


A Pm=—— 747 (a) 


ESA 2.) 
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La velocidad en la onda dispersa es 


o 
i . 
Ue e A Bm HP (kr) cos mọ. 


m=(6 


En la zona de la ondu (a grandes distancias del cilindro kr > 1) 


2 -i haa X 
Ps = air € ( 7) z Bmt"” cos MỌ, 
m=!() 
a 
1,7 2 -i(u-E) F f 
w= V are O O D Bmt cosmg=na Pi 
m=0U 


60. La intensidad de Ja onda dispersa es 


oo 
F= Y emsen Yme "cos mp, e=1, £m=2, m>0, 
m0 
oo œ 
lFsl?= Y Ý emën sen ym sen yn COS (Ym—Yn) 05 m cos np, 
m= n=} 


Ym se determina de las relaciones 


Fil 
tg e j 


5 Jm- (H — Ima (H a 
T 


N m es la función de Neumann. La potencia total del sonido disperso por unidad 
de longitud del cilindro es 





oo 
4Y, A? 
n= “3 D Em Sen? Ym» Y * 


m=0 
Indicación, Utilizando las relaciones 
Tm=05 (Ima —Jm+)» Nm=0,5 (Nm-1— Nm) 
no es difícil expresar los coeficientes Bm en la forma 


Bm =— 48m (09m em sen Ym> 
donde 
w=, £m=2 m>1; 
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en la zona de la onda, tenemos: 


sd V ApyoY AprcYo 


rs 
Tkr nkr Psp e i D, 


1 
2m pe Ps 


6i. Si ka K 1, entonces en la zona de la onda tendremos: 





n 
¡VIA RA -4(ar-5) 
€ —_—— £ a, s.. 
Ps 2V 2 (1— 2,008 q)+ 
O Ps: 
La intensidad es 
+ _ nktas 1 pa A 
Y Yi (1-2c08 q), Po + 


La potencia total es igual a 
6nba1 


T Š aaoh... == fet. 


donde A es la longitud de la onda (k = 24/4 = w/c). La presión total sobre la 
superficie del cilindro es 





Pn = (Pot Ps)lr=a = o 


` Emcosmp ~t (x -22) 
m 
ska > e a 


mn r £o=1, 


m0 
tm=2, mx>Í, 
donde 


O [my (W) — Jm- (HIPH N ma W — Nm- (W 
m 2 . 


La fuerza total que actúa por unidad de longitud del cilindro, dirigida según 
la línea de propagación de la onda plana, es igual a 


2x 

4d 1(»-5) 

F=a | pacospae= ze e z 
0 


Si j=kxa Z 1, entonces 


t 
Pn=A (++ Zip cos q ) y 
F=-—2linekA. 
Si p=ka > 1, entonces 


(o), 


SS í 
F=— y úal Ae 
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Indicación. Se deben utilizar las fórmulas aproximadas: 
a) pare p `œ m +42 


8 n 2 1 1 
a Y E. Ye EN + m% PE, mania (naty) 
b) para p= ka & m+1/2 


aa ME i E, RNP o pe > 
ES > m~ Ta (5) ad ua (3 (m>). 


62. Sea que la onda plana se propaga a lo largo del eje z 


Po = pe wt-hz) = pi, m= Ae?! — potros 0, 


La presita y la velocidad radial dentro de la onda dispersa se dan por las fór- 
mulas 


x 
p= Y) Bmbr' (kr) Pm (cos 0), 





mæ į) 
4 A œ 
op i 2y 
Pym E e = > Bn? (kr) Pm (cos 0), 


m= 


donde 


ao S an 


Bm= —A (— 1)" (2m4 1) EN , p=ka, 
Sm 


JA 
Fini =V 5-J > 
Ym (1) 1 2 y 


Los coeficientes B,, es conveniente representarlos en la forma 
Bm = —4A (—9"+D(Qm + 1) sen fine Pm, 


donde f,, se delermina de lus ecuaciunes*) 


Mr 00 — (Mm + 0D far (0 = —(Qm — 1) Da COS Bm = 
= — (2m + 4) fm (0, 
(m4 1) ia (0) — Mine (1) — —(2m H 1) Dr SE B = 
= —(2m + 1) m (n). (1) 
Aquí 


as 
fm= PL (- 


*) Véase [38], pág. 354. 
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En la zona de la onda (r — 00) 


-i(1-<F) æ i 
== > Bmi"P m (cos 0), 09 Gr Ds 


m=0 


La intensidad de la onda dispersa es 


œ 

vos 1 

Ys=Yo 7T $ (2m= 1) (2n+1) sen Bm sen În X 
m, n=l 


X cos (Pm — Bn} Pm (cos 0) Pn (cos 8). 
La potencia total es igual a 


nl < > A? 
IR Bn F= 


mu 


Indicación. Buscamos In solución cn forma de serie 


2 
ps= Y, Bmiik' (kr) Py (cos 0), 


m=0U 


donde los cocficientes B,, deben ser determinados de la condición de frontera 
ð — à l 3 
9 (Po— ps) = 0. Para su determinación es necesario obtener el desarrollo 


dr =l 
de la onda plana en la serie, Demostremos que tiene [ngar la fórmula 


es 
-ipese y Cmm (P) Pm (cos Ù), 
mal) 
donde 
Cm = Qu +4) 0”. 


En realidad, suponemos: 


1 
2m+1 à 
Cmm (0) = f etp (8) 45, 


La integración por partes para p grandes da: 





fa sen AE ( 
y 8 y m2 (y —— 0 (5). 
Por otra parte 
sen (22) 
vt —— 40 (4), 
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donde O (5) son los términos de más alto orden de pequeñez que 1 . De la 
coincidencia de Jas asintóticas de ambos miembros se deduce que 
Cm = (2m +4) (0. 
63. Si Hp = ka < 1, entonces 


2 
Ps = E (i= + cos B) ecihr, 
i en la zona de onda (kr » 1). 
vg =m =P Ps 


La intensidad del sonido dispersado por la esfera es 





tal = 3 Do. 
Y,= = Yo (1—5 ¢0s8) “Teo. 
= A? 
o” 2Zepo * 


La potencia total del sonido dispersado por la esfera es igual a 


Sas — 
Il, = y Yoo... E (A es la longitud de onda). 





La fuerza que actúa sobre la esfera en la dirección z es 
n 


F = 2na? f Plr=a COS 8 sen Ô g9 = —2nia?ud. 
0 


La presión sobre la superficie de lu esfera es igual a 
3 
Pe = (Po F ps) Irma = A (a — > in cos 0) +... para p&i. 


Indicación. Las expresiones para Ps» Ys y TI, se pueden obtener mediante 
el cálculo directo, utilizando las fórmulas aproximadas 


is a 2) i 2y 24 
Vo (Y) 3 > Y q» + A E (1< 1, 


o de las fórmulas generales obtenidas en la solución del problema anterior. Con 
esto, se deben tener en cuenta las siguientes fórmulas aproximadas para fm 
Y Dw 


Si nm, 


Dm ~% e Bm = y=- n (m1). 


= 


2 


1 
Si mtt, entonces Do% -T> Bo = 


ofe t 


p’, 
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Dy 1-3-5 ... 2m—1) (m+1) 
x paee pE > 
mu2mtt 
Bm = 42.32.57 ... (2m—1)(2m+1)* (m+1)* 
64. Sobre la esfera cae la onda plana 


Po = Ae` ihr cos G, 


La presión en la onda dispersa es igual a 


Ps = D Bm Ver) Pon (cos 6) 
m=( 
donde 


as (— i)? 2m +H HAPm (u) 
b u) 

4 Path (1) — Pad” (10) 

! PE AA y 


para mxXxtl, 
> 


pı es la densidad de la esfera, 
La componente radial de la velocidad es igual a 


1 S toye 
rm > Bm? (kr) Pr (cos 0) 
m=0 


(acerca de los valores py y 51% véase cl problema 62). 
Resolución, La ecuación de inovimiento del centro de gravedad de la esfera 
bajo la acción del aire es de la forma 


ME=— $ $ (Pa — Ps)rma cos Ba? dQ, 


donde M = + a%p, es la masa de la esfera, o 


Mag = aè | È Go + Pdra cos 0 ao. a) 


La condición de frontera para r = a se puede escribir del modo siguiente 


os 
Topp or Wero) | rasa =103 cos O. e) 


Multiplicando (1) y (2), eliminamos E y obtenemos la condición de frontera sobre 
la superficie de la esfera 


2ap, 


J — - — - 
—3— “ar (Port Ps) [pao =P9005 0 | (Po— Ps)r=a P: (cos 0) sen 8 40, (3) 


Sr, 


donde 
P, {cos 8) = cos 8. 
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Utilizando el desarrollo de la onda plana con respecto a las funciones esféricas 
o 
pme tres O SY Amin (7) Por (2080), Am=(— 0" (2m+1) A 
m= 


y tomando 


b= S Bras" (er) Pm (cos 0), 


mun 


obtenemos de (3), en virtud de la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, 


— Lot 0 eri) £ A paira mot, 
B Pay U) — P (a) 
me 
— AmO 4 
3 pura mot 1. 
RN (4) 
65. - Y Bmt (kr) Pm (C08 0), 
m= 
donde 


PoPa 4U — Pr (1- tr) mpi (p) 


A p= a, p= ka, 
Pb Pi TES ne?” q 
Win (10) 
Bm— — Am e 0 a (m =Æ 1) 


Bu caso de resonancia, es decir, para p= po, 


e A 
BiA ET" 


Si sobre la esfera cue la onda plana, entonces 41 7 —37. Si no existe el campo 
exterior, entonces oblenemos la a característica 
ra ER 2) 
Pai? (W= pi 1—E BÉ tph 
de la cnal se determina la frocuencia o de las oscilaciones «libres» de la esfera 


generadas poe el medio exterior. 
Indicación. Véase el problema anterior. 


$ 4. Oscilaciones electromagnéticas estables 


1. Ecuaciones de Maxwell. Potenciales. 
Fórmulas vectoriales de Green-—Ostrogradski 


66. Las ecuaciones de Maxwell en un medio no conductor sin manantiales 


mal Les divB=0, B=yH, 

1 aB (1 
rol b= —— ~, divD=0. D=e8b 

c dt 
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en las coordenadas curvilineas ortogonales Lienen la forma 
ðE: à 




















e a a 
PPa gr =ar May — Malas 1 
e OB, 0 0 
E nh == g Mis 
E AE z ù ð 
¿HA E 
e gd ot, 9 8 
haha o haËEy hPg 
Ñ Ms 0 > 4 (2) 
hahi te =a HE tas, | 
Ms Ola ER 0 J 
5 hiha e haz T hË 
y 0 o . 
er Pal zz ha ll + alt= 0, 
ü z á 0 
a A E ta ly =0, 
(ds? = h? d$ + h$ dtł+ hg dz3). ) 


Si la dependencia de los campos con respecto al tiempo, se da por el multi- 


nes A en estas ecuaciones se debe realizar Ja sustitución, uti- 
izando las relaciones 





4 JE > 1 04 i o) A 
L Eik — E — — ib (m2, mia; 3) (3) 


En el sistema de coordenadas esfóricas 
a= r, z=, 3 =4 Y hi4, ha=r, h3=rg8enQ. 
En el sistema de coordenadas cilíndricas 
AFM =P 4=2 y Ml] =4, hig=r, ha=4. 
Indicación. Utilizar las expresiones de los operadores div y rot en el sistema 


de coordenadas curvilíneas (véase Complemento). 5 
67. Si la dependencia con respecta al tiempo se da por el multiplicador 


ei0t, entonces para los potenciales vectorial yjescalar se puede escribir las ecua- 
ciones 


AA+ RA = ait ti, 


2 
k=, a= (1) 
4 2 se ? 
Aq- ktp = ps p, y ep 
además 
—l 
p= a UA: (2) 
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es decir, e] potencial escalar puede ser eliminado (j es el vector de densidad de 
la AOE 

La expresión para AA en el sistema arbitrario curvilíneo ortogonal de coor- 
denadas es de la forma 


AA = —rot rot A + grad diy A, 





donde 
rot rot 4 == 5 Sr A [i tad 5 (40 ]— 
[218920060] + 


D B rT 4 
TA [ Ox, (MAY Ür, (149 |) tt 


1 ô ha ð ð 
+ hiha ox, hh; [ Îty (hA) — ar 4a) |— 


E T ö að j 
"da Ahs [ ÓN (haa) |} ts: 


o E E) 


A la, 


Na ôf Es hy 0x3 








de A s 
ca A 


p=divA= 





1 2 â ð 
mhis E (aha) + gi Üts) +H- Chhad) | š 


donde ii, ig, ¿g son los vectores uvitarios directrices del sistema de coordenadas, 
Ar As, Aa, las componentes del vector e. 

i 68. En el medio homogéneo conductor las ecuaciones de Maxwell son de la 
orma*) 


istr. = 0, p= 0, 
ån e JE ro 
ten ea divE=0, 








(í) 
pol E, div H=0. 
Suponiendo 
MFTO A, E=- p- EA, (2) 
obtenemos para A y q las ecuaciones 
so — tu 0% á4nou 09 
SS GAZA a’ ©) 
_ ep 0%A , ánou 04 
Al AENA 6) 


*) Véase [17], pág. 420. 
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además A y q están relacionadas por la condición de Lorentz 


g ea îg áno — : 

div A+ ar E E q=0. (5) 
Si la dependencia con respecto al tiempo es del tipo e~t, entonces 

à T 4xuow 7 
AG+q=0, Ph A (35) 
AA+ KA =0, (40) 

Ba — [O Ks 
p=- liv A, (5°) 


es decir, para O 3 0 el número de onda k siempre os complejo. 
69. Si en el vacio (o = 0, e = 1, p = 1) no hay corrientes ni cargas libres, 








entonces, haciendo A = 2, q = —div I, obtenemos: 
1 ón as ríe 8 BM 
Ber rot an E=grad div M = FE’ (1) 
el potencial polarizado M satisface la ecuación 
1 PN 
a (E 4 
sp =0 (2) 
Para la dependencia temporal de tipo e“i0t renemos: 
H— ikrotM, E = grad div N + $M, (15) 
y 
An -+ kI = 0. (2) 
El vector magnético de Hertz M' se introduce asi: 
; A y 1 on 
H' =grad div I IT E am rot Io (3) 
además 
á 1 òl’ 
ân’ = EE + (4) 
Para la dependencia temporal de Lipo e” tenemos: 
H’ = grad div IW + PN’, E’ = ik rot N’, (3) 
AT + RI = 0. (41) 


Utilizando las ecuaciones (2) y (4) para M y N’, se puede escribir las fór- 
mulas para Æ y H’ de otra forma: 


E = rotrot I, H’ = rot rot N’. 
En el medio conductor para los campos estables (~e~t®t) II y IM’ se introdu- 
cen formalmente del mismo modo que on el vacio; pero en este caso por k? se 
debe entender la magnitud 


euw? 4x0 
a o 
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70. lin ef sistema de coordenadas esféricas tenomos: 
a) para el campo de tipo eléctrico (H, = 














pU 1 EU 1 gu 
384 APA => — 
A ir E E sen B roy? a) 
—ik öU ik l, 
iM Hos Teng ap? lgs z u’ 
b) para el campo de tipo magnélico (£r =0) 
ik 00 w —ik JU" 
el A A A — i” = —— —— 
E¡ 20, eat? Pa y 
w uU’ H e PU” H= 1 ar ) 
r àr © r ðroð?’ v  remn0 drop? 
además los potenciales V y U* satisfacen la q? 
e 1 y 2E 
2 € 
ECO o0 y (sen E m) r? + 5 r+ Giat (3) 
ó 
2 al 
HR a 
AUF A 
y Jas funciones u = Ur, w = U'r satisfacen la ecuación de la onda 
Au = ktu = Q. 
En el sistema cilindrico de coordenadas (3, q, 9) 
a) para cl campo de tipo eléctrico (47, = 0) 
PE 1 ËL 5 PE 
loa n iA i io = —— 
TI Eg p òp z’ Eo TES i) 
a JU ik ðU 
l: =0, Hy= —ik —— dp? =p w ` 
b) para el campo de Lipy >. (As =1) tenemos: 
—ik ðt’ 
ELO; dia Pa 
Ez—0 Ej E > i > Dg? 5 
du” J 1 oa” PU 
, ur ae Rs AO 
en Je TEU YE p dqaz” e apo” 
además Y y U* sulisfacen da ccuación 
PU, 1 2 JUN, 1 uU ? 
S p i P p) to tT 6 


G 
AU + eU = 
De aquí enseguida se ve que 


U=01, U =i 
U+, y U'n 


Indicación. Para demostrar la afirmación principal del problema se deben 
sustituir las expresiones para las componentes de los campos mediante U (o U’) 


En el caso esférico 
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en las ecuaciones de Maxwell, escritas en el sistema de coordenadas curvilineas 
ortogonales (véase el problema 66) y exigir su cumplimiento; de esta exigencia 
P), E 


se deduce la ecuación para U (o U 











; ri G tE top 1 a” 
pE n an Eu 
7. E,=k?l Ia an da? 
Eos do TRES. A. 4. GE 
“TM a e HE Dz 2 
an ie 1 de 1 gu” 
e ES a E, e O 1 le 05 
H, oea q >? _ om ha Osy | hy didí, ? 
ick? 1 óU 1 Pu 
Hy=- - 


Top n? dx, la dx, 0x7? 
donde 7 y E? son las soluciones de la ecuación 
PU { | 0 (7 JU o ( fio JU 


— o | —— [E — 
dx * hiigld 0x2 N ha 0%, Dla \ lg OT 


) [Her =o, 


ruw? a 4son 


—— (Y), 
r* + c? 
Indicación. Véase e] problema 70, 
72, Sobre la frontera de separación de los dos medios para r = « deben cum- 
plirse las condiciones 
A 





ka— 


k 


— V= Un U= Uj» 
po a Mm A 
0U, _ 06, du, 0, 

dr dr? 2 pr? 


donde los subindices í ó 2 signilican ceł amero del medio (f para r < a, 2 para 
r>a), ky y ky se determinan por las fórmulas 


ARA Fi ¿NO sl gw 


R= 73 T A , s=1 » Ze 
Las funciones Ue y U% satisfacen lu ecuación 
PU, 1 d Ug 1 aro A 
A a m, e, 2 


de modo que 
Aug + kuz¿=0, uy == (r=1, 2). 


Indicación. Subre la frontera de Jos medios 1 y 2 las componentes tangen- 
ciales del vector de la intensidad del campo eléctrico y del vector de la intensidad 
de) campo magnético, en el caso dado £p, £y, /1o, HI, deben ser continvas. 

73. Indicación. Utilizar la fórmula vectorial 


div [ab] = {b rot a) — (a rot b) (1) 


y lu fórmula de Ostrogradski. 
74. Resolución, En la fórmula 


f 


{W rot rot U—U rot rot | Í[U rot W]—[W rot Ulindo (1) 
r £ 


www. FreeLibros.com 


688 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


suponemos: W = ap, donde y =, a, un vector constante arbitrario. Los 
cálculos dan: 
rot W = [grad q, al, rot rot W = axg + grad (a grad q), 
U rot rot W = a (x*qU — grad q div Uj + div [(a grad q) U], 
[W rot U] a = [xot U, n) W, 
[U rot W] r = {U [grad q, aj] = (Ua) (grad q, n) — 
— (U grad q) (an). 
En virtud de la fórmula de Ostrogradski 


j div [(a grad q) U} dt = f (Un) (grad q, a) do. (2) 
T È 


Bajo el signo de la integral de superficie en la fórmula (1) está la expresión 
de Fa, donde 
E = U (grad q, n) — (U grad p) n — [rot U, 1] + (Un) grad p = 

= (Un) grad y + [grad q [Un]] + Ír rot U) p. (3) 


4 > expresión subintegral que está en el primer miembro es de la forma Pa, 
onde 


P = {rot rot U — *U) q -+ grad p div V. 


El vector a es, de este modo, el multiplicador común para todos los tér- 
minos de la fórmula (1), y dado que es arbitrario. entonces se puede simplificar 
como resultado obtenemos la fórmula 


f Odt= f F do, (4) 
t 2 


si el punto Mọ no pertenece a la región T. Si el punto Mo está dentro de F, en- 
tonces circunscribiremos alrededor de este punto una esfera pequeña Z, de 
radio e y utilizaremos la fórmula (4) a la región T — Tẹ acotada por las super- 
ficies E y 2, Estimamos la magnitud F sobre Y ¿. 

Observemos que 


1 1 1 
grad q lz, = (is Je | 5,1 E ls. + 


Por eso 
Fs = (4 ) q (e) (Un) n- {n [Un |rot Un] y (e) = L 
e z e se T 
y, por consiguiente, 


lim 


F do =47U (Mo). 
2 () 


M_ 


£ 


Dado que lím j Ddr=0 obtenemos en el límite 
E 


U (M) = 


ån. 


1 1 
[o—- | Pao 
z 
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% 


ó 
U (Mo) =£ j {(rol rot U —?U) p+-grad y div U) dry — 
=h f 1(Un) grad p- [[nU} grad 9] -H [rrot U] G} ddar (5) 
I 
75. 
E (M= î (—qj+grad q div 7) di— 
T 


-4f fikon [111] p+((2E] grad pj-+ (nE) grad p} do, 
z 


1 
H my=L $ [¿grad q] arth {iko [E] —[[1n11] grad q] —(241) grad q, do, 
T z 
donde 
eithr 


W w 
g F? k=-" V 21, keg: 





Indicación. En la fórmula general (5) en la respuesta 74 hacer, respectiva- 
mente, U = E y U = H. En el segundo caso a la derecha aparecerá el sumando 


| nilo o que se debe transformar en intogral volumétrica mediante la fór- 
mula 

$ trjl oda = | f—[/grad q] +49 rot ji da. a) 

È T 

Para su demostración se deben multiplicar ambas partes por un vector arhi- 
trario a y utilizar las relaciones 
[nj] ap = n [ja] y, 
div [j, ap] =a Ẹ rot j— (j rot ap) =a {Ẹ rot j— [j grad Ẹ)}, 

de modo que 


fewa eaj div[j, ag] dt=a f (9 rot ¡—Ej grad 9]) ar. 
T 
De aquí, en virtud de la arbitrariedad de a y se deduce (1). 


2, Propagación de las ondas electromagnéticas y de las oscilaciones 
en los resonadores 


76. Dirigíremos el eje z del sistema cilíndrico de coordenadas p, q, z, a lo 
largo del eje del cilindro. i ` 
Sean £, j, © los parámetros del medio ambiente. Existen ondas de la forma 
E= EjeiHot¿B la ; («> 0), 
H= Hitita Izl (f>0, 
180942 


www. FreeLibros.com 


690 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


os decir, las ondas amortiguadas. Aquí se adoptan Jas designaciones 


JE y eo Gnu H euo? 
en 1 20? 


$ 
E Y Ao 16 — e por? 
p=/ YE Do ù L , 


E, . (op, Eog: 0), Ha pas (Hop, H oys 0), 
además, 


Ak ck 
Ev == Hoy =—= ayy Bop» 


D Bk 
Eo => Hopr lya”, 


donde A y B son unos factores constantes, 


eum? ánoun 
A A, m0, 
Si e = 1; p = 1; 0=0 (cl vacío); entonces k = 2 ko, lasondas a lo largo "de 
este cable se propagan con la velocidad de la luz: 


Ak, 





E= Bet (Ot, E= > p= — Eip 
U= Hyt ti Es = oyy Hop= i . 


77.Resolución. Sean e. My. 01 los curactoristicas del enable, ez, ua. 02 las 
características del medio ambiente. 

Elegimos el sistema cilíndrico de coordenadas (p. q, z), dirigiendo el eje z 
a ło targo del cje del cilindro y colocando el origen de las coordenadas sohre el 
eje del cilindro. 

Designando I, = u, TH = v y suponienda que la dependencia de u y v 
con respecto a 2 se da por el multiplicador eYZ os decir, u = 00, pe V?, 
ete., obtenemos después de simplificar por este multiplicador 








O 80 vo — EY due to a o O top de 
Ejes By p öp e 0p? Ep E ep ap? a) 
io Jul , iy 0 ik?e 4 due öv’ 
o= p? A ES Oi E, e TR pea 
Hype EE ou 04 E p a? nh on p 0 Y dp ? 
2 
donde p.=k*—+?, =A O, las funciones 
u = ap (p, y y "=fp( Pm, (2) 


donde a y f son constantes; 1 (p, p), la solución de lu ecuación 


A DEAN q A EA, a 
o öp (o e ro a y= 
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De aquí hallamos las soluciones particulares de la forma 


In (op) ero dentro del cilindro 


Pa (P> 9) =i : 8 
HD (Pp) Ano fuera del cilindro 


Sustituyendo las expresiones para Y, en las fórmulas (1) y (2), obtenemos: 
dentro del cilindro 


E? = apin (Pip) e9, 
H = Papin (p1p) e9, 
p į 
ng = | adn 000) + 222 pai (o0) e9, 





ik? 
a -[-E Bn (Pp) — e a (one) | emo, 


E= paez Bin (PP) Hi YP A (eo) | eno, 





2 ig 
m=| — i QJ n (PaP) Hippi n (mp) | eme 


fuera del cilindro 
ESA REO (ran, 
He= BH (pap) 90, 


Ey | — I HH (pap) AERE p AG (pap) ] e, 





ikg , i 
| E BI tmo) — ali (m0) ] no, 


mu 
Ep=| TE BaH (Pap) + iYPaaa HGY (pap) ] eno, 
kå ; 
Ha = a Aoli D (pap) -+ ivpB HD (ao) ] an, 


Sobre la frontera p = a deben ser continuas las componentes tangenciales 
de E y H. Esto da cuatro ecuaciones homogéneas con cuatro incógnitas %j, a, 
Pi, Pa» Igualando el determinante del sistema a cero, obtenemos le ecuación de 
dispersión con respecto a y 


ki Jn) k 24 0712 20 
be A mo JETA 
He H (m) V Jennyt ( 1 -4) 
n HW m) M S 
donde E = p,a; 1 = pra; a, ol radio del cilindro. Esta ecuación tiene un con- 
junto infinito de raíces Y» (véase [35], pág. 460). 
18> 


(4 
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Para la onda principál n = 0 la ecuación de dispersión se descompone en 
dos ecuaciones: 


ni. (mn) _ kim Sa (È) 5) 
HP (nm) e O > 


nA” (n) te EYo (5) 
OTRA O (a 
La primera de ellas determina en ondas admisibles de tipo magnético y 
la segunda, las ondas de tipo eléctrico. 


78. Sean X la superficie del tubo; $, su sección perpendicular; C, la frontera 
de S. Dirigimos el eje z paralelamente a la directriz del tubo. La dependencia del 


tiempo es e7i0%, 

Cualquier campo dentro del guíaondas se pe tepresontir en forma de 
suma de los campos de tipos eléctrico (1, ) y magnélico (E, = 0), cada 
uno de los cuales se determina por la compohente z del correspon iente vector de 
Hertz (véase el prolema 69). 

Si II, =0, entonces, tomando M, = M, obtenemos el problema para la 
función escalar 


A+ Ke1=0 dentro de 2 (+=2), 
M=0 sobre 3. 
Si E¿=0, entonces mM =1" y 
ARW -HER =0 dentro de 3, 


ôl 
0 sobre 2. 


Existen soluciones particulares de la forma 
TL(M, 2)=0pn (M) eYn*, I (M, 2) =p (M) e Yn?, 


doude yn = V= An: El TE An y Án son los valores propios 
de los problemas de contorno 


Aytin+4AnPn=0 dentro de S$, bn=0 sobre C, 
Asin-FÁnin=0 dentro de S, on i =0 sobre C. 


Sin S k paran = 1, 2, Y An AA ... 
entonces existen N ondas móviles, a una de las cuales se propaga con la velo- 


cidad de fase 
c 
y y ; 
Pa 


Si 4, > k*, entonces en el tubo no pueden haber ondas móviles. 


Si,M (M1, 2) = Ann ( cn entonces el flujo de energía a través de la 
sección transversal es igua %a 


Y¿=14n 1? 37 ink» 
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Con esto se supone que Yp (M) están normadas a 1 


e. 


Indicación. Si introducir el sistema de coordenadas rectangulares, entonces 


am on IE a 

Ex= TR Era, * E == tE T, 
ôl all 

Hg E Hy=ik Fr H¿=0. 


El problema obtenido para II’ es análogo al problema 42 sobre la propagación 


e Jas ondas acústicas dentro de un tubo cilíndrico con paredes rígidas (véase [7], 
pág. . 
did 79. Las ondas móviles pueden existir cuando e cumplen las siguientes con- 
ciones: 
a) si n = [15]? < k?, entonces existen tantas ondas móviles como solu- 
ciones linealmente independientes de la ecuación de la onda para Am.n, que 
satisfacen a esta desigualdad; aquí u% es la raíz de la ecuación 


Tn(pa)__ Na(ua) , 
Jn (ub) Nn (pb) > 


en este caso pueden haber ondas de tipo eléctrico. 


dad b} Para todos los valores propios Kan para los cuales se cumple la desigual- 
a 


Îm.n = APE < 7, 
donde LP es la raíz de la ecuación 
Jh (ua) Ni (pb) — Jh (Bb) NG (pa) = 0, - 


existen ondas móviles de tipo magnético (Z, = 0). 
Para la onda principal de tipo magnético (n = 0) tenemos: 


M¿=M=4AmRm (p) ¿+ Um?- 0D, mea 1 
donde Am es el coeficiente, 
Rm (P) = Jo (Umb) No (uma) — To (Un) No (mP), 
Hm €s la raíz de número m de la ecuación 
Jo (ua) Na (ub) — Jo (Rb) No (pa) = 0. 
El flujo de energía a través de la sección transversal es igual a 


„i 2a Ei Jê (uma)— Jë (umb) 
Y= iis | 4m | Ya o An 
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Las componentes del campo se dan por las fórmulas 
Ez=%ml, E¿=0, Ep=ivmAmBRi (p) e Um2-00, 
H¿=0, Ho=—AmikR;, (p) e Cree, Hp=0, 
de modo que 


k 
Ho= — — Ep. 
o = p 


Indicación. Se deben utilizar los resultados del problema 78, suponiendo 
que la región S tiene forma de anillo con los radios a y b. Las funciones propias 

e la membrana en forma de anillo con las fronteras fijas y libres están dadas 
en la respuesta al problema 27. 

80. Sea que el origen del sistema esférico de coordenadas (r, O, q) ostá en 
el centro del resonador esférico. La dependencia con respecto al tiempo es del 
tipo e7i9%, 

Las oscilaciones de tipo eléctrico se determinan por las fórmulas 


_ a _ 4 (ru) _ 4 (mu) 
EA a, Es Eoma e? 


H,=0, H=- o Heiki, 
donde u = um,n es la función propia del problema de contorno 
Aut ktu = 0, u=0 para r=4, 
se hallan por la fórmula 
lm,n (5, 0, p) =D (Km,n7) YH (0, p) (n= 1, 2, ...; m= 0, +1, 


+2 ..., +2), 


o . $ - : 
donde km,n = 2 es el número propio de onda que es la raíz de la ecuación 


J (ka) 

nE s Ka AR 

TA 05 np Yn (P)= Vi ua (p) 
57 





Y" (0, p) = Pg" (cos 0) cs mp, la función esférica. 


La frecuencia propia más baja corresponde a n == 0; um, (1) = Yo (Kar), 
además k,, se determina de la ecuación 


J, (ka) 
na = ka 
J (ka) Š 
33 
es decir, 
tg (ka) = ka. 
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Para las oscilaciones de tipo magnético (E, = 0) lenemos: 











3 A a ik dv , 00 

E,—0, E== 7 Te * Ey=—ik 5, 
_éPlre) _ 4 (rv) _ 41 Bro) 

Uy= ar? + (50), ly => er oa ? ls Jr ön ? 


donde 
v = Vma = Pr (km n7) Yg” (0, Ph 
además km.n se determinan de [a ecuación 
J a= 0, 


nts 


z 
Para n = 0 obtenemos: 


= apy (Enr), 
donde o 


Tm 
—— >=, 


km a 

Indicación. Compárase con el problema 25 sobre las oscilaciones acústicas 
propias de la esfera. 

81. Se examina el segmento del guíaondas cilíndrico de sección arbitraria 
acotado por dos planos z = +1 (es eje z es paralelo a la directriz del cilindro, véa- 
sc el problema 78). 

Las oscilaciones de tipo eléctrico (1f, = 0) 


Iz= Jlm.n=Am, npn (M) cos + (1—32), 


donde p, (M) es la función propia del problema de contorno 
Aga HT Anbn =0 dentro de S, p, =0 sobre C. 


Las frecuencias propias son 
PO EA 
Las oscilaciones de tipo magnético (E, =0) 
Í1¿=1Ñlm, n (M4, 2 =4m, nn (M) sen 37 (—2), 
donde Pa (M) es la función propia del problema de contorno 
Azin+ Ann =0 dentro de $, ¿a o sobre C. 
Las frecuencias propias son 


üm, AE 


La energía eléctrica media por el período en la onda estucionaria es igual 
al valor medio por el período de la onda magnética 





= 1 
te. = Emogn. = ón ckAniAnl?. 
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La energía total en la onda estacionaria no varía en el tiempo y es igual a 


1 
$= ar FAnlAnl?. 


Para el resonador con sección circular o rectangular, las fórmulas para II 
siguen siendo validas; alli se debe sólo sustituir la expresión concreta para 
la función propia 

a) para la sección rectangular con los lados a y b: 


Yn (M)=Y n, m (3, p= V É son sson y, 


În (M)=Vn, m (z, y)= y =e cos T z cos TE y, €kł=2, kÆ0, e=1; 


b) para la sección circular de radio a tenemos: 


par 


Aj n ( a r) cos 
n= Y TERT e 








pro 
z a mi) 
a -i En ugo a cos 
Pn, m (n= V = PERE Jn (Mi) sen °P 


V ipn 
[u] 


donde 2? es la raíz de la ecuución J, (1) =0, Amn =- > us, la raíz 
de la ecuación J¿ (1) =0. 
Las funciones Pm. n Y Prin dadas más arriba están normadas a 1. 


Indicación. Las funciones JI y Í satisfacen la ecuación de onda Au + ku = 
= ( y las siguientes condiciones de frontera: 


N=0 sobre 23; Mo para z=- l, 


L=o sobre 2; 11=0 pura z= + le 


Para calcular la energía en todo el volumen se debe utilizar la fórmula de 
Green (véase [7], págs. 538-542). 

82, Seu que el toroide está acotado por las superficies p = a y p = b y los 
planos z = —Í y z = i. Se le puede interpretar como el «segmento» de un coaxial 
de longitud 22, examinado en el problema 79. Para los potenciales polarizados 


hy 1 son validas las fórmulas obtenidas al resolver el problema 81 y para las 


funciones propias de la sección transversal Y, y da se deben tomar las expresiones 
dadas en la respuesta al problema 79 


cos nq 
sen np? 


cos nop 


Paen p p= Raa {p) sen nọ’ 


Ym.n (0. P) = Rmn (e) 
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donde 
Bm a 0 = In MAP) Na MR — Ia (ua) No (ur O), 
Èm, n (=n APE) Ni (MPa) — Jh (EPa) No (UPO) 


a 


a y pj" se determinan respectivamente de Jas ecuaciones 


Rmn (0) =0, Rmn (b) =0. 


Las frecuencias propias son iguales a 


omnc MEHE), omnee py or (F). 


Indicación. Véase el problema 84. 

83. Difjracctón sobre el cilindro. El eje del cilindro está] dirigido según el 
eje z; la onda plana se pro aga a lo largo del eje z, el vector de la intensidad del 
campo magnético en la onda incidente está dirigido paralelamente al eje del cable. 
Designamos con ep Hı, Og los parámetros del cable; €, = 1, u = 1, 0; = 0, 
los parámetros dol medio; k, y kz, los respectivos números de onda, además, 


_ eo? + ¡áropo 
k= z e 


La dependencia con respecto al tiempo es del tipo e=*, 
Sólo la componente z del vector E es diferente de cero 


E = (0, 0, £), 
mediante ella se expresan Hp y Hg: 


ic 4 dE i ie ôE 


po p ap’ =o m’ H¿=0. 


Para E= Z (p, q) obtenemos: 


co 
er SI all NETO para p>a, 
ma — 0 


Be 3 uy 
y bmJ m (k1p) iii para p<a, 


Ma — 00 


donde a es el radio del cable, 


E Ji (kya) Jm (kaa) — kad m (ka) Jin (kaa) 





am = — i™ , 


S Jin (kia) HSP (ksa) — kall (kaa) Jm (kia) 


Jm (ksa) , HP (kaa) 
ae m (fo m (fa 
bam M Falka) Jm ina) 
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Si el cable es un conductor ideal, entonces 


Jm (k28) 7 
=P 5 Deza)? bm=0. 
Indicación. Se requiere hallar la solución de la ecuación 

AED KRED = 0 parm ra, 


AZ + RED = 0 para r>a, 
además 
ED = Eg -H u ~- et de u, 
quo satisface sobre la superficie del cable p = a las condiciones de continuidad 
e £z y Ho, lo que da: 
EU) = RD) AE. oE UE 
' M p öp 


Además de eso la función u debe satisfacer en el infinito la condición de radiación 


para p=a. 


; - [Qu 
lim yp (Fik u)=0. 
eS Vi Ip ? 

La solución se busca en la forma (1). Los coeficientes 2, y bm se calculan de 
da condición para p = a, además debe utilizarse el desarrollo de 2?®:* en serie: 


w 
eilit ¿Mp ta DI M (ap. 


Maz =00 


Si cl cable es un conductor ideal, entonces ky = oo y las condiciones de 
frontera se reducen a una: 


E(2)= et%20 C08 Oym para p=a. 


Por eso para am Se obtiene la expresión 

m Jm (k28) 
=> e iM aeneis 
"m=— t HP (kaa) 

84. Difracción sobre la esfera idealmente conductora. La onda plana se pro- 
paga en la dirección del eje polar z del sistema de coordonadas esféricas r, 8, q; 
<el campo eléctrico está polarizado en la dirección del eje z, y el campo magnético, 
en la dirección del eje y: 


Ex = 119 =e%2= ¿ihr 0050 Y (2n-f-1) Mpn (kr) Pn {cos 0), 
n=0 


a 1 eu ik qu” 
ESG MA SS 


PU’ 5 1 RU” ik oU 
H=- teU, Heer H=- De > (2 


donde 
U=ru,  U = rv. 
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1 
Las funciones u = Ly v =v se hallan de las ecuaciones de onda Au + 
+ ku =0 y Av + kv = 0, y las condiciones de frontera 


LH eu =0, v=0 parà r=, 


que son las consecuencias de las igualdades 


ae AE o a ; do 
E=+—+50 O Ey= Fp =0 para r=a4. 


Para resolyer el problema, ante todo se deben hallar los potenciales u? 
y v* para la onda incidente. Dado que el campo elcutromagnótico es determinado 
completamente por las magnitudes Z» y Hy, entoneos calculamos: 


dx ihr cos @ _ COS Ë pikrcos0 
= — E! = tr ipamana = 
E! F El. sen 0 cos Pe ir 20 o 


= J (2n4-1) rn PI (005 0) cos q, 
n=0 


ihr cos O Sen P 9  ¿ircosO 
z= ——— e = 
$ 


m=. H} = sen 0 sen qe Pa 


ôr 


= J! (2+1) m de (Ern) PG" (cos 0) sen 4, 


n=4) 
donde 


Psp (cos 0) = -i Pn (cos 0). 


Por otra parte, 


ġġ? 0 gl 9 pi 
Ep) yarus, np DA ra) 
Haciendo 


u= D a npn (kr) PW (cos 8) cos p, 
n=0 


oo 
p= z BniPn (Ar) PG? (cos 0) sen q, 
ne 
comparando ambas expresiones pura £2 y H9 y teniendo en cuenta la ecuación 
d? n41 

(rm) + rn ED 

obtenemos 
2n+4 ¿"ol 


A AD E 
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Ahora buscamos ja solución del problema en la forma 


u (1, 0, = Y) an [pn (kr) tanti (kr)) PiP (cos 8) cos g, 


n=0 


v(r, 0, P= $) €n [hn (kr) + BnEs (kr)) PH (cos 0) sen p. 
n=0 


Las condiciones de frontera para r=a permiten determinar %n y Bn: 


i ES 
HH a a E 


An = 


ys n (ka) 10 -a 10 Y eS CE 1) 
Ba = — pR kay ’ Zn G= eW. Gea y 27 ata. 


85. Difracción sobre la esfera conductora. Si el sistema de coordenadas y la 

onda incidente están elegidos lo mismo que en el problema anterior, entonces los 

vtenciales incógnitos de Borguins*) U = ru y U’ = rv serán determinados por 
as expresiones 


X; an [pn (r) anki (ar)] Pr? (cos 0) cos p para r>a (el aire), 
næ) 


u= 
4 
S Ann (kar) Py" (605 8) cos pura r<a, 
n=U 
co 
X an [pn (kir) Babn ar) PH (coso) senp para r>a, 
D n=ü 
= 
X) Bnin (kar) PSP (cos 0) seno para r<ka, 
n=0 
donde 


Ki kà 
i fn (k18) Yn (kaa) —-= An (ga) Yn (ka) 
A S 
A ? 


An Ki [Y n (kia) Zi (k12) — bn (esa) Es? (21 0)] as 


Hâ 
k Yu h. ki a) 
A==2 n (kia) Pn (31) = Yn (kea) En? (0), 
Mz Hi 


an= 


análogarnente se escriben las expresiones para Bn Y Pn; ka es el número de onda 
de la esfera; ky, el número de onda del medio. 





*) Véaso el problema 70. 
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Las componentes de los campos eléctrico y magnético se calculan por las 
cr (1) y (2) del problema 34. Son excepciones las expresiones para Eg 
y fg: 





iou 3U’ 
Tarai er 00 > 
O U. 
Sour gð" 


Indicación. Se deben utilizar las expresiones, obtenidas en la solución del 
problema anterior, para los potenciales x° y v? de la onda incidente. Las condi- 
ciones de frontera sobre la superficie de la esfera son de la forma 


kius __ kúa 


Ml E? 





ô ĝ 
or (ruz) = (rus), 
ə a para r=4. 
Sr (rv) = 7 (ro) Bwr = paYs 


3. Radiación de las ondas electromagnéticas 


86. Dipolo eléctrico en el espacio no acotado. Sea p = pae el momento del 
dipolo. Elegiremos el sistema de coordenadas esféricas r, $ (p; enc? origen de las 
coordenadas colocamos el dipolo y el eje z lo dirigimos a lo largo del vector po; 
entonces se puede escribir: 


E, =2c050 (5-24) To, 
Ey=sen 0 (E-L-s) Mo 


1 
Hq=iksen 0 (a+) Mo, 
Ey =Hy=Hg= È 


Aquí IT, es la componente del vector de Hertz dirigido a lo largo del eje z, 


ihr 


= e -ivt 
M.= po EA . 


En la zona de la onda (kr > 1) con exactitud hasta los términos de orden de 
e y de mayor orden de pequeñez 


E,=0, Ep = H¿= —k? sen OM. 
La energía media durante el período es 
r 


P_ e A _ pie 
Y =2ar2 | dy Polly seno do = EL. 


Indicación. Véase [7], pág. 451. u 
87. Indicación. Sea que el dipolo está colocado en el origen del sistema de 
coordenadas esféricas r, 0, p, y su momento po está dirigido u lo largo del eje 
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z (@ = 0). Entonces 








a 1 1 
Bp== 7 ru) + (ru), EsS=2 50 (ru), Es=+ arap =N, i 
H=, la=0, H=ik Ze, 


U Se s 
donde u= es la solución de la ecuación 


Au+k%u=0, 
además 


lím r ($*—tku)=0 (la condición de radiación), 


ros 


La condición de exitación se puede tomar en Ja forma 








Hg = — Po ik S 9 para r pequeños 
ó 
H, =— pk? seng etf? para r grandes. 
Esto da: 
u= Auh (kr)eos0, EP (kr) ==> e ( mol 
donde 


A = ik*po. 


De aquí se deducen las fórmulas del problema 86 para las componentes del 
campo Ep, Eg, Uy. p 

88. Sea que el dipolo con el momento p = pye”*%* está dirigido a lo largo 
del eje z del sistema de coordenadas r, 0, q, cuyo origen está colocado en el centro 
de la esfera de radio a. 

La función u = u (r, 0) se determina por la fórmula 


u (r, 0) = [4 És (lr) + By (kr)] P, (cos 0), 


donde 

da Yn= vz Tart (2) , 
AO a (a AS (e) Wa=zV E 
-A eR POV EEO (o 


Las componentes de] campo se calculan por las fórmulas (1) del problema 87. 
Indicación. El problema difiere del anterior en que en vez de la condición 
de radiación en el infinito aquí aparece la condición de frontera Eg =06 


2 (ru) = 0 sobre la superficie de la esfera r== a. Por eso en la solución deben 
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contenerse dos funciones cilindricas lincalmente independientes, por cjemplo, 


g» y H” 43 N ari di TI yJ a ete. 
tr Mi “tz e eer R3 
Elegimos las funciones J , y H® 4. La constante A es la misma que en el 
wE no 


problema anterior, la constante B se elige de la condición para r = a. 

89. Si elegimos el sistema de coordenadas esféricas r, 0, p, con origen enel 
centro de la esfera y el eje polar @ = 0 dirigido a lo largo del dipolo, entonces 
se puede escribir: 





ya 4 0% (ru á 
Er =a (094 (ru), E=- DL, Ep=0, 
ick? ô 
H,=0, Hy=0, H= E s 
además, 


pe m EO H á o 
4 c? 


3 
y a 


para r>a. 
k= 


La función 
u=( Uy para r>a. 
Us para r<a«a 
se determina por las fórmulas 
uy = CLP (k,r) cos O, 
ua = ¿pol [E (kar) + Bay (kor)] cos 0, 
donde 


2, 
EP (aka) 249 (año) -HEE g (aky) Z1 (aka) 





5 kito 
dp 
CU 619 (aka) Y, (aka) — pi (aks) Z1® (aka) 


Fille ton (ay) Y; (aka) — Y (ak 250 (aki) 
kłpu 


Y Q=Ż Ep. Zi" 0. [xi4" (2)1. 


ESO (0k,) Y, (ak3) — pr (ak2) 2," (ak) 


Pok$, 


Zi" (aka) 


Para 0, — œ C=>0, LA 


es decir, llegamos a la solución del 


problema 88. 

Para a > co € >0, B — 0, y nosolros obtenemos la solución del proble- 
ma 86 sobre el dipolo en el espacio no acotado. 

90. Introducimos el sistema de coordenadas esféricas r, 0, q, con origen en 
el centro de la esfera y el cje polar dirigido a lo largo del dipolo. Al igual que en 
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el problema anterior 
5 yl 2 
E¿=8,=Hg=0, E =- rH (ru), Eọ= A D, 


F 


ick? ĝu 
Hy= Two EH 
donde 
uy para r<a, 
-f ug para a<r<b, 
ly para r>b 


se determina por las expresiones 
= ipot [EV (kor) -+ Aw (kor)] cos O, 
tia = [Bih (kr) + CEP (kr)) cos ®, 
us = DEP (kor) cos 8. 


Los coeficientes A, B, C, D, se hallan de la solución del sistema de ecuacio- 
mes siguientes: 


¿Pok5 (81% (alo) + Apr (k)l=- E q 2h (ax) + Cti” (ak)], 


DYP (b =ar [By, (%b) + CE" (£b)), 
ipak? [ZP (koa) + AY, (00))] = BY, (ka) + CZP (ka), 
DZD (kob) = BY (kb) + CZ” (kb). 
Aquí se adoptan las designaciones 
Yi e) = lap m0. ZP (9) = 5 (nr. 
Indicación. Los potenciales uy, ig, ua satisfacen las ecuaciones 
Aus + kiu =0 ($=1,2,3) k =ks=kp k=k 
y las condiciones de frontera 


2 2 
qu=tE üs, Z m= kiua, 
t para r=a4, E para r=b. 
2 ciiry 2 (ur) Eras a 26 
or” TS ANA 


Sobre lu elección de las expresiones para u,, q, us véanse los problemas ante- 
riores. 

91. Resolución. Introducimos el sistema de coordenadas esféricas r”, 0, 
<on origen en el centro de la esfera, el dipolo está en el punto r = z’, ġ = 
El campo no depende del ángulo q y se determina por el potencial escalar u (r, 
0): 





1 
o Eom, 
2 
1,=0, Hy=0, a 
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La función 


{ ui para r<a, 
u= 
üa para r>aga 


satisface la ecuación de onda Au-+k?u=0, donde 


w? 
k=- para r<a, 
k= 
2 
PTA trino o para r>a. 


En la superficie de la esfera r = a las componentes tangenciales del vector E 
y del vector H deben ser contínuas, es decir, o y Hg: 


g? 02 
araa CD = grao C 


para r=a. 


du k? ĝus 
A 


Estas condicionos serán cumplidas si exigimos que sean continuas + (ru) 
ke 
— u: 

wT 


2 (ru) =2 (rus) 


pa para r=a, 








Mira uz 
La función rus, obviamente, tiene cn ol manantial una singularidad de 
ihoR 
tipo £ T donde R=Y FT FHE=2r7 008 8 ((r, 0, ) es el punto de ob- 
¿oR 
servación), es decir, uy AA 


ES en a a eikon 
“Tomando u; =uy+0p donde 4y=— U4=-— 737 (a es un multiplica- 
1 r o E ih P 


dor de normación que será determinado más abajo) obtenemos para vi y uzi 
Av + kg =0 para r<a, Auzg+k%u¿=0 para r>a, 
ð ô 0 - 
y ar (ru) === (ro), 5 


> 8 para r=a, 
kå (Vi + uo) =r 9 
ĝue _, a 
lim (2 — iku) =0. 


19-0942 
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Las soluciones particulares son de la forma 
Yin = ÍAntbn (tor) + AR ER (Kor)] Pr (cos 0), 
Uan = 18, €? (kr) + Ban (kr)1 Pp (cos 8). 


En virtud de la acotación de la función u, para r = 0, el cooficiente Af} = 0; 
de la condición de radiación para r —— œ se deduce que Bf = 0. Por eso 


v, (7, 9) = Y] Ann (kor) Pn (cos o, | 


En l (2) 
u, (r, 0) = J, Banti? (kr) Pn (cos 0). | 
n=0 


Para determinar los coeficientes An y Bp de las condiciones de frontera para 
r = a utilizamos el desarrollo de la solución fundamental ug en la serie con res- 
pecto a los polinomios de Legendre: 


Y anti (kgr) Pn (cos 8) para r>r, | 


cihoR n=0 
TA | o 
| > bapn (Kor) Pn (cos B) para rar’, j 
n=l 


an (2n + 1) Pp (kor), bn = (2n + 4) WP (kor')- 
Para r' -» 0 debe cumplirse la condición 
üg — u = ipok3 EP (kgr) P, (cos 0) (po es el momento del dipolo). 


Teniendo en cuenta que el primer sumando para n = 0 en (3) se debe omitir, 
dado que para el H¿= E, = Eg = 0 y observando que 

ân 

y 


š { 0 para n>l, 
lím —= 
1-0 —0,5 Ko para n=1Í, 


hallamos x% = 2 ¿poko Sustituyendo en la condición (1) para r= a las expre- 
siones (2) y (3) (para r = a > r'), obtenemos 


Ban Zi? (koa) + An Yn (kya) = BnZp? (ka), 
2 
Kå Lanp (oa) + Amtn (koa)] =E- BnttP (ka), 
2 

ZP =R O, Ya =l tor, pp, 

De aquí hallamos 
2 
An= | ¿E 2 (koa) ER (ka) — ti Can) Z4 (ka) | Pae, 
B 





Bn = [Yn (koa) ZE (koa) — G (koa) Wn (koa)l T, 


k? 
A = Pn (koa) ZR? DO ER? (ka) Fn (kon). 
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Si 0 >00 (4 > 00), entonces B,=0, 
pad Zw (koa) 
Ae Y n (kga) Pan 


y llegamos a la solución del problema sobre el dipolo colocado en el punto (r°, 
, 9) dentro de la esfera idealmente conductora. 

92. Antena eléctrica vertical sobre la tierra esférica. La antena (el dipolo pun- 
tiforme) está ubicado en el punto r’ = a + h (h œ> 0), 0 =0 y orientada a lo 
largo del eje 9 = 0. El momento del dipolo es igual a p = py£"10t, El multi- 
plicador que depende del tiempo e7+%! lo omitimos en todos lados, 

Para el potencial u = -y tenemos: 


dentro de la tierra (r <a) 
00 


uy = > Anin (kr), Pn (cos 8), 


n=0 


fuera de la tierra (r > a) 


ikhoR o 

e 

u= A + $) Bt (kor) Pn (cos 0) = 
n=0 





> (Ban-+Bm) Ef? (or) Pn (cos 0) >") 


( 

| £ 
=; 

| 

l 


o 


S) [Bonn (or) + Bas? (tor)] Pn (cos 8) (ery 


n 


1 
o 


donde 
wi thoa) En (Kg) -— Pn (kaa) Zn’ (koa) = Bon, o 


An= => 
K $ 
a Ent (koa) Yn (ka)— Zye (kya) n (ka) 


kè 
iPr (ža) Fn (kpa) 4 En (kaa) Pn (ka) 
Phn, 





Bn= 

TE tH (oad Yn (ka) — LH" (koa) Pn (a) 
a? ¿400 

AE 

an= (2n-H1) Pn (kor) On =i ER (kor), B= 


k2 


3 p=1, 
2iPukiy 
ah ” 





Si la ticyra es idealmente conductora, edlonces 


Yn (kon) 
An=0, Bn=—z rama Pon 
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Como resultado tenemos: 
u=0, 


u¿=% — J) fon o a Pa (cos0). 
n=0 


ntena eléctrica vertical sobre la tierra esférica. La antena está colo- 


yeee el roblema 91, 
cada en el punto r’ = a, € = 0 sobre la superficie de la tierra. 
Dentro de la tierra (r < a) 
co 
a y 
(2n +1) tn y: Ln Pa (kr) Pr (cos 9), 
n 


2p0k5 
Ma LI pn ka) [ZE (Ra) — 
n=0 


fuera de la tierra (r >a} 
(2n 4-1) E" (kor) 
Py no» 


2 
Uy == 
n=0 


Aquí Cn significa la expresión 
kå Pn (ka) oen 
Cr= 73 ba (G0) (ka) ERP (02). 
rToblema anterior es necesario realizar 


Indicación. En la resolución del 
el paso al límite para k — 0. Durante fos cálculos utilizar la expresión para el 
wronskiano 
; pe i 
Pn (2) ER (1)— bre (2) Yh (2) = T- 


El paso al límite para k-+0 da: 

ž 2p 2n4+1 
1 =D, 
ha lanp Bn) 2 ZO a) 


4. Antena sobre la tierra plana 
94. Se introduce el vector de Hertz M dirigido a lo largo de la antena. En el 


sistema de coordenadas cilíndricas p, (p, z, tenemos: 
m= Mp =0, M, =M. 
Dado que el problema posee simetría axial, 
4 10,00 y 
== e =0 
p p (Pap) AT+Hen=o, 


om 
Ey=0, Ez== a HN 


tll 
Eji dp 02? 
ick2 ¿rr 
rn ts, 
o “ap 


H)=11¿=0, 


Sobre la superficie terrestre para =0 
mr, Th _ 
A: A 
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donde 
2 
Mo, ki= corresponde a ¿>0 (la atmósfora), 


2 
T, kèm TE noo corresponde a z<0 (la tierra) 
(u = 1). 


El momento del dipolo p = poet, po = 1; el multiplicador e“ 1%! está omitido 
en todas partes. 

95. El campo clectromagnético se expresa mediante el vector magnético de 
Hertz en el cual es diferente de cero sólo la componente a lo largo del eje de la 
antena II, = I, por eso £, = 0. En virtud de la simetría axial 


© l 
Ep=0, Ey=! E > , 
_ PI ud an. 2% 
Moo Hy=0, Hekto. 
El potencial IT satisface la ecuación 
wW 

k=- para 2>0, 

AU+k%*1I=0, donde k?= j 
settimo para z<0, 


y las condiciones de conjugación sobre la superficie terrestre 


ôI _ am 





=, a A 2=0, 
además 
eikon 
n= R -H Io seg.» 
ikR 


I= R t sego 





donde R = yr? -F z7. Los primeros términos en nuestras expresiones signifi- 
can el potencial de Hertz para el dipolo en el medio no acotado con el número 
de onda correspondiente (k o ko); To seg. Y Mseg., la radiación secundaria. 

96. Introducimos el sistema de coordenadas z, y, z, dirigiendo el eje z per- 
pendicularmente a la superficie terrestre y el eje x, a lo largo de la antena, 


ik?o 


E=grad div UY 44M, H=-— S 





rot H, I= (Ty 0, TD. 


donde Jl, y Il, satisfacen la ecuación de onda 





2 (om, , on 9 (OM. , a, 
E igt- ( da Y AE E= ( a 1% ), 
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ce do ö [alle al, 
E-=00,+ ES ( Óx öz |? 
dick? anl, — ick? gòlg al, ick? lly 
Ms A] a 


¡Las condiciones de frontera para =0 (sobre la superficie terrestre) son: 


art ón 
kiloz = kz, a e ` 


ón or 2 
=k? ox ar 
Kios = ke, Ox + 32 A E 


Habitualmente, en lugar de Il, se introduce la función F: 


ĉFo m= kè ar 
A TT dz 


La primera y la última condiciones de frontera dan: 


ôr 13 F 
F= F, Mat ecn, + AE, 


97. Sea que el cuadro con la Sorrenta eléctrica está colocado en el pois z 
z, de modo que la normal al cuadro está dirigida a lo largo del eje y. Los vec- 
dores del campo se expresan mediante el vector maguético de Hertz 


E=12 ro N, H = kN- grad div IM, 


«el vector 17 tiene las componentes I, y JTI, diferentes de cero, de modo que 








ôl, all S 0, _, 4 ily 

a Rs AE 
ô (ón on o (om mm 

EL) Mt E)» 


om on 
MI (> 


Las condiciones de frontera para ¿=0 son 
Mo¿=Mz, oy =P, 





oy 3y Te Me My , ôl, 
E = s e Oy y dz * 
Si tomamos 


ôFa _óÓF 
Mz = ay? H= 


<ntonces, en vez de la primera y cuarta condiciones obtenemos: 


ôF or 
F¿=P, Doy + G2= My ti’ 
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98, Colocamos dentro de la antena el origen del sistema de coordenadas. 
Entonces, sobre de la tierra 
¿ihoR 


ps e A i 


f rn PRA e> 0), 
i 


en ła tierra 


P ikk Ç A 
n= 4 f EA) Jo Ar) e ETa (2 <0), 
0 


kF 
donde 
fo ()= O il vVÍi— Y [pE — kt 
o BHE VIC e ych ik yik’ 
oya 2e A VIE=R— VER 
REEVE PVA REVE A’ 
R=yr+z. 
Resolución. AE ARS de acuerdo con el problema 94 el vector eléctrico 
de Hertz II = (0, O = Il), además 
242 ¿Mor 2k? RR 
nenie F -Hio seco M= A OS 


Utilizaremos el desarrollo integral del potencia] primario 


¡“HR $ - VITA 
Ey (ar) e 2d) 
ES a yic ' 


0 


y buscaremos la excitación secundaria en la forma 


Tlo sec = f fo A) Jo Ar e7 Vah (>), 


iregi í 1A) Jo (Ar) e Vta, <0). 


Ilo sec. Y Msec. expresadas por estas integrales, obviamente, satisfacen las 
ecuaciones 


Alo seo + Mo seo=0,  AMgec+kMseo =0. 


Exigiendo el cumplimiento de las condiciones de frontera 


kio = kI, mm 2 para z=0, 
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obtenemos: 
E 2H, Cra? 
j hA Eo meja = f (a O) Ke | Ja Qr) ad 
w 
y 


j [o fo AJBF AD) Jo (Ar) dh =0 
donde p?=A3— k?, pp =12— kà. 
De aquí y hallamos 


2 2kők? À pu 
fo G) HER Y FoF kin’ 
2x3 2  Ho—=A 
ya A e BR 
E FF 
Casos particulares: 
1) k=00, la tierra es un conductor 


14)=0 ¿M=2, 





T ikọR 
m=2 | 7 (r) ebol) AA o£ ; 
Mo R 
0 
Tl=0 (dentro de la tierra). 
La excitación primaria se refleja de la superficie terrestre. 
2) k = ko, la antena en un medio homogéneo (en el aire). En este caso 
fo) =0, 7(M=0, 
oR 
y 0 todo el espacio, 





99. El vector magnético de Hertz II = (0, 0,Il} se determina del modo si- 
guiente: 
sobre la tierra 
¿RA 


RFS MAN (>, 
0 


= 





dentro de la tierra 


DEE 

n= + f IAJ Aed (<0), 
ò 

donde 


A lot 4 Hho 
o TOH EF 
m=y ih, t=y i, 
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Las expresiones para IJ, y TI se puede escribir de otro modo: 


co 
2 (An 
MWo= | 2% ¿Hoz 
o KFt e Adh para z>0, 


2J {r} 


n= mz), o 
Ehe O a eds 


otn p 


En el caso de la tierra idealmente conductora k = œ, p = œ y [L = lly = 


y 0 
= 0. La acción de la antena magnética se compensa por las corrientes verti- 
ginosas que surgen dentro de la tierra. 


Indicación. Véanse los problemas 95 y 98. 


100. Si la antena está dirigida a lo largo del cje z, entonces en corresponden- 
cia con el problema 96 cl vector de Hertz es H = (Ny, 0, 11,), donde 


o 
Ipox = f Bgn eTHOžA dA para z>0, 
ù 


o 
y= t f HG ansa, dA para 
o 


k z<0, 
oo. z 

Ilaz = 2 (42— k3) cos p $ A e” 4029297, 2>0, 
0 


o) 
My 4 (42—k$) cos q $ Aen eha dh, 12<0, 
0 


donde 


N’ =d N='Ppo+ ha, n= BP, o= y ASR. 


Indicación. La función IL, se determina por la ecuación AIL, + A%M,, = 0 
y las condiciones de frontera 





kiloz = kN g, qm E Z para z=0. 





3 
De aquí se ve que las funciones ITox ye 


k IM, coinciden con las expresiones 
para No y Ml en la solución del problema anterior. 


Para la función I, = e tenemos: 


ôF, k3 aF 
F¿=F, Most == para z=0, 


www. FreeLibros.com 


714 Respuestas, indicaciones y resoluciones 


Tomando 


F= \ FA) Jo (Ar) edh (a <0) 


w 
F= o 0) Jo (Ar) e > 0), 
î 
y utilizando las expresiones ya halladas para loz y (lx, obtenemos 


h= E, 


La función fl, se calcula según la fórmula 


ôF, ôF, “k 
M=32= cos q m= cos pE, 


101. Utilizamos todas las notaciones del problema 97. En este caso los 
pere Ey H se expresan mediante el vector magnético de Hertz N = (0, My, 
a. donde 


00 
2 
Moy = f + Jo (ar) e *%AdA para 2>0, 
oo 
n f 2% uz 
u= Noro (Ar) ee*h dà para z<0, 
ù 


HAN 1021244 para 2>0, 


Mi, = 2 (42 — k$) sen q NN? 


Zo Ary el?) dÀ para z<0. 


T¿= 2 (4? — k$) sen g NN" 


orng Deng 


Los valores de N y N’ se dan en la respuesta al problema anterior. 
102. El potencial polarizado H = (0, O, IT, = IM) determina las compo- 
nentes del campo electromagnético mediante las fórmulas 


E = grad div N -+ PN, H = —ik rot N. 
Para el potencial 
"=i para 2>a, 
"AM, para 0O<z<a 
obtenemos 


D, =I; prim. +M seco Ma =P prim. + Ma sec.» 
donde 


os 
Tl; prim. = f Jo (Ar) e7 l z-z01 za, 
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- -2a) 4 2% 
fa (A) Jo (Ar) e” (2 +zo-2a) 22, 


m, sec. = 


fa (0) Jo (Ary elo A 


Ti; prim. = Ua , 


g emag ang 


Tla sec. = f fs (À) Ja (Ar) e72 eto LE 
0 


m= V Akh 1m=VRB-H. 


» 


Utilizando las condiciones de frontera 





âll aii 
K = kiiy, oF =z para z=0, 


y también 2=0 para z=0, hallamos 


LQ= k3pa — Kia th poa 


kópy + kjpo th ua ? 


A a, alte Mazo +u10+)azo 
fa) =1f ( ra map mioh pa 

103. Sea Z = I, f (s) e7 tot yo 1) la intensidad de la corriente en el 
conductor rectilíneo —} < s < E de longitud 21. El sistema de coordenadas 
cilíndricas está elegido de tal modo que la corriente de línea está dirigida a lo 


largo del eje z y es simétrica con respecto al origen de las coordenadas. El vector 
de Hertz U = (0, 0, IM se determina por la fórmula 


T (p, p, = (110,925 9€ 10d 
tke ; 





¡AR 
L ¡ R, la distancia entre los puntos [M (p, p), 2] y IMG, 





donde M%= 


Y), ¿, 
B = grad div M + An, = —ik rot II. 
La resistencia de radiación es igual a 


1 t 
ř=-7{ a U+) da= NE 
si 7 
Fd =/= 0. 


9 
Indicación. La normación de IE se obtiene de la condición Hy ~Z cerca 
de la corriente. 
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La resistencia de entrada de la corriente de línea se determina por la si- 
guiente fórmula del método de las fuerzas electromotrices inducidas 


1 
R= fe (MMe; 2) f (2) dz. 
“2i 


Sustituyendo aquí £, por la expresión 
E 0 
2293 
e integrando por partes, obtenemos la expresión dada más arriba para R. 
1 > 


de Si el dipolo es semiondular, entonces Z = Tof (2) para —1<2<!, 
onde 


f (2) =cos kz, =>, 
T Lo f Fo É 
== (Af, My, 2— E) cos ký dý, 





tke 


la resistencia de entrada del dipolo semiondular es 


2A 2n 
== f ITEE daa f sen % da). 
c d Q a 
0 0 


La componente activa de la resistencia”de entradalo resistencia de irra- 
diación es 


1 2a 
Rf. == E de. 


La componente reactiva o reactancia es 


Resolución. Para calcular Ñ se utiliza E:= + en, donde 


l 
de CAI 3 
Ex=—= pi (M, Mo 1—9 |; (E) ab. 
2rjo 0 
Teniendo en cuenta que FE e integrando por partes, obtenemos: 


1 
EM, Mo) iy À | M Ot, Ma 0 1 OHE OI att 
-l 


HTM, Mos La) (DD (Y, My la)" o}. 
Esto es posible si J” (z) es continua a trozos. 
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Para el dipolo semiondular 


r+ = f+, P I f Ik 


Por eso, 
E, (M, Moi » {T° (M, Mos 1434-11 (M, My 1—x2)). 


La sustitución de este valor de Z, en la fórmula 


1 


t 
R=-— 5 $ Ez (Mor My 2) $ (2) dz 
=! 
da: 
2 l 
Nel a $ II (Mo, Mo; 1+3) f (8) dz, 
-l 
donde 
¿A (+z) 
T° (Moi Moi e a T i 


Tomando -+ z = œ, después de transformaciones simples obtenemos la 


fórmula dada más arriba para R. En particular, en el sistema de unidades prác- 
ticas 


as 25 21 
su E da f seno da} om. 





a 


105. Sea que el eje 2 coincide con el eje del guíaondas y el dipolo está en el 
plano z = £ en el punto M, y se halla dirigido paralelamente al eje z. El campo 
se determina sólo por la componente z del vector oléctrico de Hertz 

a a (0, 0, Il}, 
donde 


1 Ho D%(M, Mo; z—L) Po= Tol es el momento del dipolo, 


M y M, son los puntos en el plano de la sección perpendicular, 


EIN = Pn (M) Pn (Mo) =pn I z-t1 
Mo (M, Mo; z e e j (1) 
n= 
p=Vi—*R, k=0/0; An, el valor propio, y Py, las funciones propias 
normadas del problema de contorno 
An + Ann =0 en S, Y, =0 sobre C, 


S la sección transversal del guíaondas; €, la frontera de S. 
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La resistencia de radiación 


Kadim 7) J qa [EH*] do 
zSz 


es igual 


otti Y pl 


2 Y E=An ” 


donde N es el número máximo de ihs i móviles dentro del guíaondas de 
modo que 
An e ka, Ant >k, 


Si el dipolo está sobre el eje del -ai circular de radio a, entonces 


D= —— 4, 
R -r (+ y $ nm Y 1 Ez 


donde H,, es la raíz de la ecuación Jo (u) = 0. 
Indicación. La fórmula H = Hre TI? es consecuencia de la fórmula genc- 


ral para TI dada en la a al problema 103. La función del manantial TI? 
para la ecuación de onda 
Au + ku =0 


en una región cilíndrica arbitraria con las condiciones de frontera nulas fue 
construida en el problema 45 


Para calcular R® se utilizó la fórmula 


Ro lim m7) j {Ex H3 — Ey H3} dz dy* 
+S. 


z:»09 


y la pauca fórmula de Green. 
06. Para una corriente arbitraria de línea Z = Ff (z) cuando —1 E 2< }, 


la [unción de Hertz es 
1 
Elo È (M, Mo 0 10d, 
Zl 
donde TI? (M, Ma; 2 — LE) se da por la fórmula (1) de la respuesta al problema 
anterior. 


La potencia de radiación en = RR, donde 
N 


a ie (Lf rooma] +[ (risa Y. 
> ` 


Ck 
xn= Vk? — An. 





l= 


n= 


*) Véase 7, pág. 526, 
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En cl caso general, para el dipolo semiondular dentro del guíaondas de sec- 
ción arbitraria S se obtienen las fórmulas 


5 4 a Dh (Ma) (1 4005 e Y 17%) 
Ro =- A 
ec 


Al An V1— Yh 
4 E (Mo) “MA 
Rrm—_%4M Y (Mo) sen a Y 1—vh $ 
E 


q y Mae VA, 
e “y An Uia $ 


n=Ny+t 
An HF Antn=0 en S; pn=0 sobre C; 


j ph dS =1; ej; C es la îrontera de S; yn < f; Yy >41. Véanse los 


problemas 45 y 103. 

107. Para el dipolo semiondular que está sobre el eje del guíaondas circu- 
lar tenemos: 

la parte activa de la resistencia de entrada es 


N 
> 4 14+cosx VI=W 
Ro NY EME tl, yS i 
k Ji (Hm) nh Viv a lA 


m=i 


la reactancia es 


N —— E 
hm 5 sen a Y I— yh pá Şi pen Vin 
E EQU) in VI im) a A 


2 
donde e ; Hm es la raíz de la ecuación Jy (un) = 0; a, el radio del guía- 


ondas. 

108. Sea S(0<zr<a, 0< y < b) la sección del guíaondas. 

a) El dipolo infinilésimo está orientado a lo largo del eje y se halla en el 
punto Mo (d, yo). La resistencia de radiación de este dipolo se da por la fórmula 








s y OYmn M N amn ma) 2 
R — = os Sh ie F +ou? $ Si a ] , (0) 
meti nel m=0 n=íi Amná mn 


donde 


F 
Yn (M) = mn (+, y=) qn z sen = Y 


Pn (M= mn (2, =p EER cos Z r cos 2A y lu=(x zoh 
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2 2 
Amma (+47) iaa 2 ds 


A 2 2 
Amn=0 (54H) (m n=0, 4, 2, > 
Xma = V 41 — imn, mn VA 


Los límites N y N’, N, y Ní son tales, que A yy», Anny son los valor3s 


propios máximos para los cuales Xmn Y X%mn Son reales, 
En el caso, más interesante en la práctica, de la onda H, tenemos 


a E A 2 
Yio=0, Pro lx, n=V Hs Lx, ho= (2) 
y para Ro obtenemos la fórmula de Sleter. 


n 
— sen? — qd 
A > 
b a x \2 (2) 
(3) 


a 
(as fórmulas (1) y (2) están dadas en el sistema de unidades prácticas). 
bh) Sea que el dipolo semiondular está orientado a lo largo deleje y y sus 
extremos se hallan en los puntos M, (d, y) Y Ma (0, ya) además ya — Y = 
n 
K 


=4= . La distribución de la corriente dentro del dipolo se da por la fórmula 


I = Ig sen k {y — y). 


La resistencia de radiación es igual a 





yow ¿ Tm am EA a 
is y] a E a cost F ( vig) C0 k 
== A ab —— a A 

=i n= b 
(Amn < k?) 
donde 

2 2 o =0, 

Pmn= V Àmn— k, Amiran? (+23) , en=(> nið 

e : 


Los límites superiores de sumación N y N” se hallan de la condición 
Apm ER 
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1. Diferentes sistemas ortogonales de coordenadas 


Sean x, y, z las coordenadas cartesianas de cierto punto y xy. 7a, 79, las coor- 
denadas curvilineas ortogonales de este punto. El cuadrado def elemento de 
longitud se expresa por la fórmula 

ds? = dz? + dy? + dz? = hidaf + hádxj + hidz3, 
donde 


(i=1, 2, 3) 


i 
Azi Ox; Ox; 
son los coeficientes métricos o los coeficientes de Lamé. El sistema ortogonal de 
coordenadas se caracteriza completamente por tres coeficientes métricos hy, 


hy. 

2I 

Damos la expresión general para los operadores grad, div, rot y el operador 
de Laplace A en el sistema curvilíneo ortogonal de coordenadas: 


4 y 
grad u DT Te; ij 
jas 


i 1 å M. ee 7 
diva -hi E (MahaA) + dez (Ah AY va (irtz4y) | , 
hiir holo hais 


A 
hahah | dx, z, Ör, |? 


hiAy hada Migda 


AE ESE A 


m 22l ot: ho Oty 
ô ( hi, du )] 
0x3 ly ta 7 


donde ¿,, da, ¿z, son los vectores unitarios básicos; A = (A, Ag, Aa), un vector 
arbitrario, u—escalar, 4, = Ag (2%. Ta za); s= 1, 2, 3: u = u (23, Zg, Lg). 


1. Las coordenadas rectangulares 
Tt =x, Lg = Y, z= z h= 1, h= 1, hs= 1, 


Ay , BAy 


du ,, Ou ,, Je de 
grad ua lta Ta e div A= E EA Ter j 


1/a 20-0942 
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t f k 
0 o Na JA, _ ÜA Ji 

rot A = e dy vz = (5 E it... 
Ax Aj 24 


Au = ügy F tyy Fur 
donde ż, j. k, son los vectores unitarios directores de los ejes z, y, z. 


2. Las coordenadas cilindricas 
a =r,, h= %=2 
están relacionadas con las coordenadas rectangulares por las ecuaciones 
x = rcos Y, y = rno, z= 


Las superficies de coordenadas: r = const son cilindros; ¢ = const, planos; 
z = const, planos. x 
Los coeficientes métricos son iguales a 


hi=41, ha=r, h¿i=14, 


de modo que 
ĝu 





grad un 4 += + ip ia, 


ör 
DAz 
öz 


9 À, 
rot ala A h 





div ant e (rÁ, yy E day 24 


? 








0% 0z ûz ör 
1 1 JA 
e. ca TT 
+Í r ör zr Az) op Jis 
A 2 du 4 Pa Pu 
o lr) hr 


3. Las coordenadas esléricas 
A4="r, n=, z= 
so relacionan con las coordenadas rectangulares por las fórmulas 
s= rsen 0 cose, y = rsen ĝ sen p, z= r cost. 


Las superficios de coordenadas: esferas concéntricas r = const; planos 
q =const; conos Q -= const. y 
Los coeficientes métricos son iguales a 
hi= 4, hk=r, hy=rsenð, 
de modo que 
1 ðu On i 


grád w= AE 30 ad Pm Eo 


Las 


div a+ (r AA y (sen 0 AY +—==7 == o? 


www. FreeL ibros.com 


Complemento 723 





1 0 CE |; 
al (son 9.4) — Ge ] i+ 
16 04 a anara o BA i 
+H -e E a ean] att [E an | io 
cido 30) 2 MY y 1 e E Zee. E 2a 
de (o ar) s Ao aa [sen 9 y) di rsenO ägs 


4. Las coordenadas elípticas 
A=%, 2 = =z 
se determinan mediante las fórmulas de transformación 
z=} y=cV (=D) 2:2=x 


donde e es el multiplicador de escala. 
Los coeficientes métricos son iguales a 


22—u2 FE 2 
hi=e FILT + ha=c VE, hy==1. 
Las superficies de coordenadas: 4 = const son cilindros de sección elíptica 


con los focos en los puntos z = +c, y = 0; p = const, una familia de cilindros 
hiperbólicos confocales; z = const, unos planos. 


5. Las coordenadas parabólicas 


Si r, 6, son las coordenadas polares de un punto sobre el plano entonces las 
coordenadas parabólicas pueden ser introducidas medianle las fórmulas 


11=1= y 2r sen 5 , tą=u= Y 2r cos 2 , J=. 


Las superficies de coordenadas 2 = const y p = const representan cilindros 
parabólicos intersecados con las directrices paralelas al eje z. 
La relación con las coordenadas cartesianas se la por las fórmulas 


z=4 {(p?— 23) y=Au, z=2. 
Los coeficientes métricos son 
h= h= VAF R, hi=1. 
6. Las coordenadas elipsoidales 
Se introducen mediante las ecuaciones (a > b > 0). 
z2 y? Wooo ï ¿ aido 
AFR tegai tapi” 1 (à > c?) (ecuación del elipsoide) 


a? y ¿2 x i 
He- -e c A ee M u>—b2 (ccuación del hiperboloido de 
ap iz Dt id tdp PA hoja)” de o 


m2 y? s a 
rra e SK =1 (—h?*>w> —a?) (ecuación del hiperboloide de 
Bipa WEN Pa TY dos hojas) p° 


20* 
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A cada punto (x, y. 2) le corresponde sólo un sistema de valores /, p, ve 
Los parámetros 


q= h= 2i=Y 


se llaman coordenadas elipsoidales. Las coordenadas r, y, z se expresan expli- 
citamente mediante 7, p, v: 


(+a?) (ua?) (v+ a?) 
z= V Pa Aa? 

(A+ 3) (u +0%) (v + 0?) 
m£ V (A (0? 


2=xY/ CTO MEA e 


(5250) 








Los coeficientes de Lamé son iguales a 
Ly TERR yl EN 
hi =>3 y ERE Ü å ==> y RT) 5 
ise dl Mw 
Y 
donde 
R(s)= V(s+a?) (8400) (s +e)  (s=2,p, v). 


El operador de Laplace se puede representar en la forma 


4 dada a du 
“DO [a—02 0) 7 (20 )+ 


+Hiv—2)R (w) 4 ( R (p) 2) +0 Rq) 2 ( R 0). 


Au 


La solución particular de lu ecuación de Laplace que depende sólo de A, 
U=U (A) se da por la fórmula 


n dÀ , 
04 Í Rate. 


donde A y B son constantes arbitrarias. 


7. Coordenadas elipsoidales degeneradas 


a) Las coordenadas elipsoidales degeneradas (0, B, p) para el elipsoide 
alargado de revolución se determinan mediante las fórmulas 
= c sen ĵ cosp, y = cesena sen f senp, z= cch acos h, 
donde c es el multiplicador de escala, 0 S a < œ, 0 < B S nerc ysai. 
Las superficies de coordenadas: clipsoides alargados de revolución ~ = const; 
hiperboloides de dos hojas de revolución $ = const; planos q = const. 
El cuadrado del operador lineal se da por la expresión 


ds? = c? (sh? a + sen? P) (da? + dB?) + e? sh? a sen? B det, 
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de donde para los coeficientes métricos se obtienen los valores 
hı = hy = cy hlæ F sen? P. ha + ho = c sh a sen f. 


La ecuación de Laplace es de la forma 


ts 1 Ea W ðu 4 B a äu 
âu= 0% (sh? a +sen? P) [ sha da (sh < Se) tæn B op (sen po) + 
ĝu 


+(+ y E =0% 


b) El sistema de coordenadas elipsoidales degeneradas (a, B, q) para el 
elipsoide aplastado de revolución se determinan mediante las igualdades 


x=cchasenfcosq, y=cchasenfenq, z= cesh aeos p 
0%%4<0o, OX<PEN, —A<P<A 
Las superficies de coordenadas: unos elipsoides aplastados de revolución 
a = const, unos hiperboloides de una hoja de revolución B = const y unos pla- 
nos (q = const que pasan por el eje z. 


El cuadrado del elemento lineal y el operador de laplace en el sistema exa- 
minado de coordenadas son de la forma 


ds? = ¢? (ch? q — sen? B) (da? 4- dp?) + e? ch? a x sen? f dq, 
4 1 ô 
Ae Chi g— sen? p) f cha da (ena +=) + 
1 0 du 1 1 Pu 
Ay sen P m| la “a ) q): 


$. Coordenadas toroidales 


El sistema de coordenadas toroidales («, B, q) se determinan mediante las 
fórmulas 


_ eshacoso esha sen e sen È 


z= chaco fp’? cha—cop” “Tha—cosp” 
donde c esel multiplicador de escala, 0 S & < œ, —a < B S m Ic pR 
Las superficies de coordenadas son en esencia toros œ = const 
2 BR 
—octha)i 422 [L ) = VE FR) 
(p—cetha)2+4 (i (p yr +y?) 
esleras, B=const 





2 
(e ctg prop? ( $ ) ; 
planos q = const. 
El cuadrado del elemento lineal en el sistema toroidal de coordenadas es de 
la forma 


2 
ds? 5 > [du + 82 sh? a dq?) 


= (ch x — cos f) 
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los coeficientes métricos son iguales a 


esha 


a cha— cos h 


c q 
cha—cosf ? y 


y el operador de a se da por la expresión siguiente 


ú sha sha ğu 
Aue ( cha— cosh oz E) ("y Cchua—cosp 06 zp) + 


ĝu 
a jha pp” 


Es conveniente introducir en vez de « una función nueva ¢ mediante la 
relación 


= Y 2 ch ua — 2 cos p-r, 
con esto la ecuación Au = 0 conduce a la ecuación 


Ega Opa + Da cha ep Pay 0. 


sh? g 


9. Coordenadas bipolares 
a) Coordenadas bipolares sobre el plano. 
Lus variables 
z=% n=, zaz 


se llaman las coordenadas hipolares si liene lugar la igualdad 


_ asha _  asenf 
cha— cosp ? u= echa— cosp ’ 


=g 


Los cocficientes métricos son iguales a 


a 
bihm aa hg=L: 
b) Las coordenadas biesfóricas 
T= z=, n= 


se determinan mediante las fórmulas 


ESEN Q Cos p „sna seng a cshB 
chB eosa’? checo? “ chB=coso? 
donde e es el multiplicador de escala, O<a<f; —o <f< wo; —a< 
<p <A 

Estas fórmulas se representan en forma compacta 


eb 


2+ ip =cictg p=V rF. 





Superficies de coordenadas: Ram de forma de huso de revolución, 
& = const: 


(p— o ctg a)? -H :2= (<= : 
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esferas, B= const: 
Ris al e Da 
pe? —E—ccthf) ==( nË ) > 


planos, p = const. 


La expresión para el cuadrado del elemento líneal en las coordenadas bipo- 
lares esféricas es de la forma 


2 
ds*= TEB era [du2+-ap24 sen? 2dq?), 
de donde se deduce 


e escena 


huh eh p— cosa ? ha= ch p— cosg ? 


y la ecuación de Laplace tomu la forma 
0 ( sen a ón ) t o ( sen z du 


aa \ chp—cosa da) ' dp A chp—cosu +) + 


1 du 
e sen U (ch p— cos a) dp? =; 


Para resolver la ecuación de Laplace es cómoda la sustitución 
u = Y2chf— 2cos uv. 


Entonces, para la función v se obtiene la ecuación 


1 
vau + vB t ta clgo— T Baa Vo =0. 
10, Coordenadas esferoidales 
a) Las coordenadas esferoidules alargadas 
=A =u, ti=HR 
a=cip, y=c Y OD ((—15 cos q, z= y m= 4) (1 —u?) sen tfh, 
it —1<p<t. 0<p<2x 
hj=0 ve ha=> Y/ TFS hy=¢ V=) U — ph). 


b) Las coordenadss esferoidales aplastadus 
a=k =n, B= h 
£= MSG, y =cY (== D(1=u) z= chp eos p. 
Las superficies 4 = const son esferoides aplastados; p = const, hiperboloi- 


des de una hoja. 
Los coeficientes métricos son 


ERE pae PE 


hi =c FIT Ip , h= chp. 
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11. Coordenadas parabololdales 


Las variables 
a= x= =o 


que se determinan por Jas relaciones 
z= Åp cosp, y=Ausenq, 2 = 1, (X? — p?) 
se llomun coordenadas paraboloidales. Los coeficientes métricos son iguales a 
=h, = VEF, h= Àp. 


Las superficies de coordenadas 4 = const, p = const, son parabolas de re- 
volución alrededor del eje de simetria Oz. 


li. Algunas fórmulas 
del análisis vectorial 


Notaciones: a, función vectorial, u, función escalar. 


[lab] c] = (ac) b— (be) a, 
[a [bc)] = b (ac) — e (ab), 
grad (uv) = u grad y + v grad u, 
div (ua) = a grad u + u div a, 
rot (ua) = [a grad u} + u rota, 
div fab] = b rota — a rot b, 
rot rota = grad div a — Aa, 
grad (ab) = a div b + b diy a + [a rot bj + [b rota], 
rot [ab] = a div b — b div a + (bV) a — (aV) b, 


donde 
2a 
pr) a y E o 2 po: De 
lil. Funciones especiales 
1. Funciones trigonoméfircas 
cos ¿lap “+ i- Za + (e+4e7)=ch (in), 
1 iz -iz 
Si =1i=>5 Y = Í... = — =- , 
sen z= z 5 23 > zi (e e ¿sh (12) 


cos (r-+y)=C083 7 COS y— sen v sen y, 
sen (r-+ y) =sen z cos y+ Cos x Sen y, 
4 1 
cos æ cos y =y COS (e+ u) +- cos (1+— y), 


1 
sen z sen + cos (14 y) +5 <os (r— y)» 
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2. Funciones hiperbólicas 


chi=1+ x zaf- as $ E (iz), 
shiz =z -} Sr a+ Sr de + (e? — e~z) = — i sen (iz), 
ch?z— sh? z=1, 


ch (z + y) = ch sch y + sh z sh y, 
sh (z + y) = sh ech y + ch zsh y. 


3. Integral de los errores 


Vx 


Desarrollo en serie para z peyueños 


2 z3 2 
volta): 
Desarrollo asintótico para 2 grandes 


z 
Hi f “da, 
Y 


tn E 


EUR E 


Enxla tabla 1 están dados los valoros de O (3) para 0< 2 <2,3 


4. Función gamma 
o 


T (2) = f e~t- id: (Re 2> 0), T (-41)=:<D (3), 
v 


ratia Pú=i, r(+)=vx, 

OAT giei 1 

P()T1=)= E, T == rær (+7) y 
1 


Le yirs e7? 


para 21. 
La función beta 


1 
B(z,y)= f pa 1 tan 
y 7 


=2 | son?*-1 y costu- 1 


AS E 


pdg (Ro z > 0), Re y >0). 
210942 
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5. Funciones elípticas 


x 


dx = $p] 
f vizai eA > (T, k)» 


1 
$ A dl (z, k), 


2 Va) (e—a) 


1 
| A TN 


y VIEDARF RS) 


=n (z, k), 


x 
dz 
j V+) (Fr 2) 
; d. 
z 
ea f Vaa Ake) 


1 
dz 
K'aj a k=sen ax, k"=0c08 0. 

VEA EA E 


6, Funciones de Bessel 


el E, 


1 A A 
Jn == (+ I mti +z a++ 





s cmg)” 
“mm V o [es T) 
(Re 2> 0), 
Na [21n ($) +10 (0440) ] 42 (9 
MEES (=m 4 3o GA (+) S 


x[3 (3+ ++ )], 


kei 
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T” (a) 


donde i MS » 


DN (2) —> Ln 2—0,11593), n=0 
z=) 7 


Na A (2), n=1, 2,3, . 


z= n Z na 


Na m2 V È sen [ Fa (-+4)] (Re z>0), 
Fan (Y) =(—DP"4n (8), Non (3) =(—1)”Nn (2), 


IS) NA (D—34 () Na ()=A Un, N= 


| (el wronskiano), 


Naai () Ja (D—Na G) Jna (=A Un Md, 


o xr 

=i sü á à i 

¿seno 5 Jnl)’, Jn => farti 
n=- o0 -n 


(n es un número entero), 


n n 
Ug (2) =In (2) 44 Nn (a) — VE pl 


3 o: 
MP =n Nn O Y Le ¿E 
7-00 nz 
Las fórmulas recurrentes 


2n 


— ez, A y Zail) =Z aT 


1 nt 


d Zn (2) * Z 
Z4=—Zn [221 (2) =2Ż (2), 


| Graz 128 (a2) + Z} (a), 


$ z3 (az) x da 2% (23, (02) —Zm-1 (42) 2, (02)]. 


Aquí Zn (2)=4Jn (2) + BN n (2) es cualquier solución de la ecuación de Bessel 


tie-a 


qye 
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Las funciones del argumento imaginario 


äi (3 
4yn 1 a 
Into= (5) Tn A e= È TEF DWFAFD ? 


El) ANP (a) Y) ¿e Kn LM (297, 


n>0, 
I-n (2)=In (2), Ente)=X-a (2), 
Ko 3 (10 5+c) +..., C=0,5772 es la constante de Euler, 


In (2) Kh (— Ih (2) Kn()=4 (Un, En)=-<, 
In (3) Kn (+10 (2) Kn ()=—A (Un, Km =2, 
Ina (Dinn = nd, Ina +n (E) =h a), 


A Zn =0 Zn=1n ó Zn=K 
n Zn qe ) n , n ns 
Algunas integrales 





00 
$ en (bt) H= Ar [Varo —aj”. 
0 

(277r (n+4) 


o) 
f e~t Jn (bi) En di= 
0 





S 
1 +4 
r (z) (a24 "02 
= 2 E 
=al li AE 
ja No (0) de ln - 


fa y b son reales y positivos) 
7. Polinomios de Legendre 
La ecuación [(1—2?) y ]' +n (n+i)y=0, (—1<z<1), 
co 
> E (2) pn {cos0) para Tr<TFo, 
To \ ro 
1 n=0 


e STS 
P V Tr +r2—2rr, cos 0 j e; 


l 2 = (2-)" Pa (cos0) para Tr>rfo, 
n=0 
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(+1) Pra (2) —2 (2844) Pr (2) 4 1Pn1 (2) =0, 


Pr = r e—a. 





La ecuación de las funciones asociadas 





[(d—20) y P+ (a (y Ee) y=0, 
2 (ntm)! k=n, 


t 1 im = am = t, 
PEPE da= 2n+41 (n—m)! örn, 60 =( y) kán 


1 





Vi 





m 
— qn 
PE (9) =(1— 22) % gg Pr (o, 


eto cos O S Y (2n+1) Mpn (6) Pr (cos 0), 
2h 


moy E Dni)» 


Y (2-1) 85 (Po) Pn (0) Pn(cos8), r< ro, 


¿en n=0 
ikR T 
$ a Pn (Po) EA? (0) Pp (cos 0), r> ro 
ga = w 
w= -5 me 40) 
R= y r3- ri — 2rro cos 0, 
Pp=kr,  Pp=kro- 
bo OOO) Y (=> 
1 
Vo m2, Y =$ (Loose ) a 
¿(0-7) i(o-5) 





pa. ——, e ose ț (5i). 





8. Función hipergeométrica F (a, f, y) 
La ecuación 


21—2) y +l1—(04P$+4) 2] y — apy =0, 


y=n=F(, $ v a= E z4 CtDB CHI 


O 
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y=ya =z) TYF (a—y +1, Bb— yti, 2—7, 3), 


A E n+1, 12) , 





y 1—z 
Prt)=! (—., n+1,4, Y 





4 n-m)! F, 1—z 
pgo Or 2 p (m—n, min+t, mt, 3 ) z 


La función hipergeométrica conftuente (degenerada) 


a p (ati) p? 


AAA EN 


GEF aro. 
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IV. Tablas 
Tabla 1 
2 2 
La integral de los errores ® (z) = 7) e2 da, 0<1<23 
D 
z | D (2) | ? | ® (2) | z Diz | z? D iz) 
0,00 0,0000 0,40 0,4284 0,80 0,7421 1,2) 0,9103 
0,01 0,0113 0,41 0,4380 0,81 0,7480 1,21 0,9130 
0,02 0,0226 0,42 0,4475 0,32 0,7538 1,22 0,M55 
9,03 0,0338 0,43 0,4569 0,83 0,7595 Y 1,23 0,9181 
0,04 | 0,0451 | 0,44 | 0,4682 || 0:84 | 0,7651 | 4,24 | 0.9205 
0,05 0,0564 0,45 0,4755 0,85 0,7707 1,25 0,9229 
0,08 | 0,0676 | 0,46 | 6,4847 | ose | 07761 | 4:26 | 019252 
0,07 (1,0789 0,47 0,4937 0,87 0,7814 1,27 0,9275 
0,08 0,0901 0,48 0,5027 0,88 0,7867 | 1,28 0,9297 
9,09 0,1013 0,49 0,5117 0,89 0,7918 1,29 0,9319 
0,10 0,1125 0,50 (0,5205 0,90 0,7969 1,30 0,9340 
0,11 0,1236 0,51 0,5292 0,91 0,8019 1,31 0,9361 
0,12 0,1348 0,52 0,5379 0,92 0,8068 1,32 0,9331 
9,13 0,1459 0,53 0,5465 0,93 0,8116 || 1,33 0,9490 
0,14 0,1569 0,54 0,5549 0,94 0,3163 1,34 0,9419 
0,15 0,1680 0,55 0,5633 0,95 0,8209 | 4,35 0,9438 
0,16 0,1799 0,56 0,5716 0,96 0,8254 1,36 (0,9456 
0,17 6, 1900 0,57 0,5798 0,97 0,8299 1,37 0,9473 
0,18 0,2009 0,58 0,5879 0,98 0,8342 | 1,38 0,9490 
0,19 0,2118 0,59 0,5939 0,99 0,8385 1,39 0,9597 
0,20 | 0,2227 || 0,69 | 0,6039 | 1,09 | 0,8427 | 1,40 | 0,9523 
0,21 | 0,2335 | 0,61 j 0,6147 || 4,01 | 0,8465 | 134 | 0,9539 
0,22 0,2443 0,62 0,6194 1,02 18508 1,42 0,9554 
0,23 0,2550 0,63 0,6170 1,03 0,8548 | 1,43 0,9589 
0,24 0,2657 0,64 0,6346 1,04 0,8586 1,44 0,9553 
0,25 0,2763 0,05 0,6420 1,05 0,8624 1,45 0,0597 
0,26 0,2869 0,66 0,6494 1,06 0,8661 1,46 0,9611 
0,27 0,2974 0,67 0,6566 1,07 0,8698 1,47 0,9624 
0,28 0,3079 0,08 0,6633 1,08 0,8733 1,48 (0,9637 
0,29 0,3183 0,69 0,6708 1,09 0,8708 || 1,49 0,9549 
0,30 0,3286 0,70 0,6778 1,10 0,8812 1,50 0,0661 
0,31 1,3389 0,71 0,6847 1,11 0,8335 | 4,51 0,9061 
0,32 0,3491 0,72 0,6914 1,12 0,8863 1,6 0,9763 
0,33 0,3593 0,73 0,6981 1,13 0,8900 1,7 (0,9838 
0,34 0,3094 0,74 0,7047 1,14 0,8931 1,8 (0,9501 
0,35 0,3794 0,75 0,7112 1,15 0,8061 4,9 0,9928 
0,36 0,3893 0,76 0,7175 1,16 0,8991 2,0 0,9953 
0,37 0,3992 0,77 0,7233 157 ` 2,1 0,997 
0,38 | 0,4090 || 0,78 | 0,730) | 1,18 | 0,9048 | 2.2 0,9981 
0,39 0,4187 0,79 0,7361 1,19 0,9076 | 2,3 0,9939 
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Tabla 2 
Raíces de las ecuaciones características J, (1) =0 y J, (1) =0 


Raices ly de la Raices pp de la | Raíces 1, de la 





Raíces pp de la | 








n vcuación ecuación n ecuación ecuación 

Jo (1) 0 4100) =0 Jo (u)= 0 41 (1)=0 
1 2,4048 3,8317 6 18,0711 19,6159 
2 5,5201 7,0156 T 24,2116 21,7601 
3 8,6537 10,1735 8 24,3525 25,9037 
4 11,7915 13,3237 9 27,4935 29,0468 
5 14,9309 16,4706 10 30,6346 32,1897 





Raices de la ecuación caracteristica J + u 


Ji) 





ih = h 














,0 0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,4706 
,04 0,1412 3,8343 7,0170 10,1745 13,3244 16,4712 
¿02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,4718 
„03 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 168,4731 
106 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,4743 
,08 0,3960 3,8525 7,0270 10,1813 13,3297 16,4755 
+10 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 13,3312 16,4767 
,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 13,3349 16,4797 
,20 0,6170 883: 7,0440 10,1931 13,3387 16,4828 
,30 0,7465 3,0091 7,0 10,2029 13,3462 10,4888 
+40 0,8516 3,9344 7,0723 10,2127 13,3537 10,4949 
+50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,501 

, 60 1,0184 3,9841 7,1004 10,2322 3, 16,5070 
,70 1,0873 4,0085 7,1143 10,2419 13,3761 16,5131 


AAA e a 


SO0Ó00N000=2D0 AUNA SOCEOOOSEcoonooco 


1 2,1795 5,0332 7,9569 10,9363 13,9580 17,0099 
1 2,2509 5,1773 8,1422 11,1367 14,1576 17,2008 
2 2,2880 5,2 8,2534 11,2677 14,2983 17,3442 
3 2,3261 5,3410 8,3771 11,4221 14,4748 17,5348 
s , 2, 5,3846 8,4432 11,5081 14,5774 17,6508 
60 

80 


2,3750 5,4546 8,5466 11,8461 14,7475 17,8502 
2,3809 5,4652 8,5678 11,6747 14,7834 17,8931 
2,4048 5,5201 8,6587 11,7915 14 ,9309 18,0711 


osoos A 


m 


8s 
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Tabla 4 
Raíces un de la ecuación característica Jo (p) No (ku) — No (1940 (Kn) =0 








1,2 15,7014 31,4126 47,4217 62,8304 78,5385 
4,5 6,2702 12,5598 18,8451 25,1294 31,4133 
2,0 3,1230 6,2734 9,4182 12,5614 15,7040 
2,5 2,0732 4,1773 6,2754 8,3717 10,4672 
3,0 1,5485 3,1291 4,7038 6,2767 7,8487 
3,5 1,2339 2,5002 3,7608 5,0196 6,2776 
4,0 1,0244 2,0809 3,1322 4,1816 5,2301 
Tabla 5 





0 1,5708 4,7124 7,8540 10, 9956 14,1372 | 17,2788 
0,1 1,6320 4,7835 7,8667 11,0047 14,1443 | 17,2845 
0,2 1 4,7544 7,8794 11,0137 14,1513 > 

0,3 1,7414 4,7151 7,8920 11,0228 14,1584 | 17,2961 
0,4 4,7906 4,7956 T3 11,0318 14,1654 | 17,3019 
0,5 1,8366 4,8158 7,9171 11,0409 14,1724 | 17,3076 
0,6 1,8798 s Ts 11,0498 14,1795 | 47,3134 
0,7 1,9203 4,8556 7,9419 11,0588 14,1865 | 17,3192 
0,8 1,9586 4,8751 7,9542 11,0677 14,1935 | 17,3249 
0,9 1,9947 4,8943 41,0767 14,2005 | 17,7306 
1,0 2,0288 4,9132 7,9787 11,0856 14,2075 | 17,3364 
1,5 2,1746 5, 8,0382 11,1298 14,2421 17,3649 
2,0 2,2889 5,0870 8 11,1727 14,2764 | 17,3932 
3,0 2,4557 5,2329 8,2045 11,2560 14,3434 17,4490 
4,0 2,5704 5,3540 8,3029 11,3349 14,4080 | 17,5034 
5,0 2,6537 5,4544 8,3914 11,4086 14,4699 | 17,5562 
6,0 2,7165 5,5378 £,4703 141,4773 14,5288 | 17,6072 
7,0 2,7654 5,6078 8,54 44 ,5408 14,5847 17,0582 
8,0 2,8044 5,6669 8,6031 11,5994 14 ,6374 17,7032 
9,0 2,8363 5,7172 8,6587 11,6532 14,6860 | 17,7481 
10,0 2,8628 5,7606 8,7 11,7027 14,7335 17,7908- 
15,0 2,9476 5,9080 8,8898 11,8959 14,9251 17,9742 
20,0 2,9930 5,9921 9,0019 12,0250 15,0625 | 18,1136 
30,0 3,0406 6,0831 9,1294 12,1807 15,2380 15,3018 
40,0 3,0651 6,1311 9,1 ,2688 15,3417 18,4180 
50,0 3,0801 6,1606 9,2420 12,3247 15,4090 18,4953 
60,0 3,0901 6,1805 9,2715 12,3632 15,4559 | 18,5497 
80,0 3,1028 6 9,3089 12,4124 15,5164 18,6209 
100,0 3,1105 6,2211 9,3317 12,4426 15,5587 18,6650 
00 3,1416 a 9,4248 12,5664 15,7080 18,8496 
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Las seis primeras raíces*) dn de la ecuación a tgu=C 


0 


22022 


DORIA Gb iy 


20200 o2ococ 


coses 


BBB Sowno nawe =ocos 


60,0 
80,1) 
100,0 


00 


0 


0,0316 
0,0447 
0,0632 
0,0774 
0,0893 
0,0998 
0,1410 
0,1087 
0,2425 
0,2791 
0,3111 
0,4328 
0,5218 
0,5932 
0,6533 


0,9882 
4,0769 
1,1025 
1,2646 
1,3138 
1,3496 
1,3766 
1,3978 
1,4149 
1,4289 


1,4729 
1,4961 


1,5400 
1,5451 





Qa | aa | dy 
3,1416 6,2832 9,4248 
3,1419 5,2833 9,4249 
3,1422 0,2835 9, 4250 
3,1429 6,2838 9,4252 
3,1435 6,2841 9, 14254 
3,1441 6,2845 9,4256 
3,1445 6,2848 9,4258 
3,1479 0,2864 9,4269 
3,1543 6,2805 9,420 
3,1606 6,2027 9,4311 
3,1668 6,2959 6,4333 
3,1731 6,2991 9,4354 
3,2039 6,3148 9,4459 
3,2341 6,3345 9,4565 
3,2636 6,3461 9,4670 
3,2923 6,3616 9,4773 
3,3204 6,3770 9,4879 
3,3477 6,3923 9,4983 
3,3744 6,4074 9,5087 
3,4003 6,4224 9,5190 
3,4256 6,4373 9,5293 
3,5422 6,5097 9,5801 
3,6436 6,5783 9,6296 
3,8088 6,7040 9,7240 
3,9352 6,8440 9,8119 
4,0336 6,9096 9,8928 
4,1116 6,9924 9,9667 
4,1746 7,0640 10,0339 
4,2264 7,1263 10,0949 
4,2604 7,1806 10,1502 
4,3058 7, 2281 10, 2003 
4,4255 7,3959 10,3898 
4,4915 7,4954 10,5117 
4,5616 7,6057 10,6543 
4,5979 7,0647 10,7334 
4,6202 7,7012 10,7832 
4,6353 7,7259 10,8172 
4,6543 7,7573 10,8606 
4,6658 7,7764 10,8874 
4,7124 7,8540 40,9956 


*) Todas las raices de esta ecuación son reales si C > 0. 


Uy 


12,5664 


12,506% 
12,5605 
12,5667 
12,5668 
12,5670 


12,5672 
12,5680 
12,5696 
12,5741 
42,5727 


12,5743 
42,5823 
12,5902 
12,5981 
12,6060 


12,6139 
12,6218 
12,6298 


12,6841 
12,7223 
12,7966 
12,8678 
12,9352 


12,9988 
13,0584 
43,4441 
13,4660 
13,2142 


13,4078 
13,5420 
13,7085 
13,8048 
13,8666 


13, 9081 
14,1372 


Tabla 6 


15,7080 


15,7080 
15,7081 
15,7082 
16,7083 
15,7085 


15,7086 
15,7092 
15,7105 
415,7118 
15,7131 


15,7143 
15,7207 
45,7270 
15,7334 
15,7397 


15, 7743 


15,8026 
15,8336 
15,8945 
15,9536 
16,0107 


16,0654 
18,4177 
16,1675 
16,2147 
16,2594 


16,4474 
16,5864 
16,7691 
16,8794 
16,9519 


17,0026 
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Las seis primeras raices*) «n de la ecuación «æ ctg g4- C=0 


e l 


—1,0 
—4),095 
—0,99 
— 0,98 
—0,97 
—0,96 
—04,95 


—0,03 
—(0,92 
—0,91 
—0, 90 
—0,85 
—0,8 
—0,7 
—0,6 
—0,5 
—(1,4 
—0,3 
—0,2 
=0:4 
ù 
0,1 
0,2 


4,3 


ey I az 

0 4,4934 
U, 1224 4,4945 
0,1730 4,4956 
0,2445 4,4979 
4,2994 4,5001 
0,3450 4,5023 
(0,3854 4,5045 
0,4217 4,5168 
0,4551 4,5090 
0,4860 4,5112 
0,5150 4,5134 
1,5423 4,5157 
0,6609 4,5268 
0,7593 4,5379 
0,9208 4,560 
1,0528 4,5822 
1,1650 4,6042 
1,2644 4,6261 
1,3525 4,0479 
1,4320 4,0696 
1,5044 4,6911 
1,5708 4,7124 
1,6320 4,7335 
1,6887 4,7544 
1,7414 4,7751 
1,7906 4.7956 
1,8306 4,8158 
1,8798 4,8358 
1,9203 4,8556 
1,9586 4,8751 
3,9947 ,394 

2,0288 4,9132 
2,1746 5,0037 
PA 5,0870 
2,4557 5,2329 
2,5704 5,3540 
2,6537 5,4544 
2,7165 5,5378 
2,7654 5,6078 


2,9476 5,9080 
2,1930 5,9921 
3,0406 8,0831 
3,0651 6,1311 
3,0801 6,1606 
3,0901 6,1805 
3,1028 6,2058 
3,1105 6,2211 
3,1416 6,2832 


a3 


7,7253 
7,7259 
7,7205 
7,7278 
7,7291 
7,7304 
7,7347 
7,7330 
7,7343 
1,7356 
7,7369 
7,7382 
7,7447 
7.7511 


Ma 


10,9041 
10,9046 
10,9050 
10,9060 


12,4426 
12,5664 


Complemento 739 
Tabla 7 
Qy l Xa 
14,0662 17,2208 
14 ,0666 17,2210 
14,0669 17,2213 
14,0676 17,2219 
14,0683 17,2225 
14,0690 17,2231 
14,0697 17,2237 
44,0795 17,2242 
44,0712 7,2248 
14,0719 17,2254 
14,0728 17,2260 
14,0733 17,2266 
14,0769 17,2295 
14,0804 17,2324 
14,0875 17,2382 
14,0948 17,2440 
14,4047 17,2498 
14,1088 17,2556 
44,1159 17,2614 
14,1230 17,2672 
14,1301 17,273) 
14,1372 17,2788 
14,1443 17,2845 
14,1513 17,2903 
14,1584 17,2981 
14,1654 17,3049 
14,1724 17,3078 
14,1795 17,3134 
14,1865 17,3192 
14,1935 17,3249 
14,2005 17,3398 
414,2075 17,3364 
14,2421 17,3649 
14,2764 17,3932 
14,3434 | 17,4490 
14,4089 17,5034 
14,4899 17,5502 
14,5288 17,6072 
14,5847 17,6562 
14,6374 | 17,7032 
44,6870 17,7481 
14,7335 17,7908 
14,9251 17,9742 
15,0625 18,1136 
15,238) 18,3018 
15,3417 18,4180 
45,409) 18,4953 
15,4559 48,5497 
15,5164 48,6209 
15,5537 18,8650 
15,7980 18,8496 


*) Todas las raíces de esta ecuación son reales si C > — 1. Los valores negativos de 


C aparecen ^l examinar ja esfera (véase § 2 cap. V) 
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Entre ellos figuran las mejores obras de las distintas 
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MIR publica: 


Kostrikin A. 
INTRODUCCIÓN AL ÁLGEBRA 


Esta obra es un lexto do estudio basado en el curso dictado por 
el autor, destacado matemático, miembro correspondiente de la 
Academia de Ciencias de la URSS, en la facultad de mecánica 
y matemáticas de la Universidad Estatal de Moscú. 

En el iibro, además de las cuestiones clásicas, de las propiedades 
generales de los polinomios y de las relaciones binarias, de los 
grupos de transformación, do las propiedades estructurales de los 
grupos más simples, ctc., se incluyen otras de orden práctico 
como, por ejemplo, información sobre campos finitos, sobre cam- 
pos de números algebraicos, cuestiones de divisibilidad de ani- 
llos, elementos do la teoría de imágenos. 4 . 

En un tercer grado de complejidad y especificidad, pueden ha- 
llarse algunas “exquisiteces” tales como Ja presentación del 
leorema de Silov, los grupos lineales invariantes, imágenes de 
grupos de revolución y cuestiones sobre el úlgebra no asociativa; 
lo que hace esta obra también interesante para los especialistas 
un álgebra. 

El libro está destinado a estudiantes, graduados y profesores de 
los centros de enseñanza superior, así como a aquellos que se 
inician por su cuenta en el estudio del álgebra. 
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